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В В Е ДЕН И Е  

В настоящее время фактор точности в геологии прио6ретает 
все 6ол:ьшее значение. Ориентация на точность исследовате.пъсхих 
процедур поощряет внедрение :математических идей и методов. Осо-
6ое значение при этом имеет процесс математизации операций эле
ментарmа: ахтов распознавания, из которых и ск.па.цывается основ
ной вид сравнитеJIЫiого изучения в геологии� ПроцедуJВ о6ра6отки 
инфоIJ.ШЦИИ в гео.логичесхих задачах прогнозио-поискового профиля 
вами связнваются с про6.лемой деталЪного исследования принципов 
и правил сравнитеJIЪНого изучения объектов. 

Этот :класс задач осо6енно важен в вефтегеологии и рудопрог
нозе в связи с про6.лемой разбраковки перспективнн:х: и неперспек
ТИВНЪIХ ПJ!Ощадей и р!.ЙОНОВ ДО их ввода в бурение. Инфоf848.ЦИОННая 
обстановка в сфере указанной про6ле:мы: позволила осуществить ряд 
иитересннх мате:матичесхих разработок и ПОJIУЧИТЬ практические ре
зу JIЬтатн при решении коНitретнwс задач. 

Наряду с известным тестовым подходом, метод согласо:ванн:ых 
оценок (МСО) явился основой д.ля разра6отки целого ряда методик, 
процедуры кото];!iХ 6азируются на итерациошшх приемах. 

В проведенинх исследованиях помимо разработки математичес
ких методов значитеJIЬНое внимание 6ыло уделено этапу сбора.под
готовки и предварительной обработки геолого-геофизической инфор
мации •. Как по:каэал опыт. практических применений метода согласо
:ванннх оценок, достоверность получаемых результатов решения и 
афрективность их истОJIКоваяия зависят от тщатеJIЬИости мо6илиза -
ции исходнн:х: даннн:х: и приведения их к виду ,  уместному д.ля о6ра-
6отки на ЭВМ. 

Созданный метод согласо:вавнн:х: оценок имеет отношение к сле
ДуlЦИМ вопросам: ВWiснению логической сцеwrенности и типов со -
держательно заданннх признаков; формированию признаковwх прост
ранств � ввяснению количествеННЬIХ оценок о6щей схемн родства ха
рактеристических признаков; упорядочению и сортирощсе совокуn -
ности исследуемых о6ъектов согласно общему целеуказанию. Осооое 
внимание уделено способам оценки нагрузок (существенности) при-
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энахов и объехтов для ранжирования и распоэнавв'!IИЯ'. 
Из.пагаемый материа.п подразделен на параграфы.. В первом и 

втором параrрщfах (д1литриев А.Н.) даяы: сведения о воэЕ!ИЮiовении 
МСО, ero о6пщс 7.арак.теристихи и осно:вяне математические процеду
ры. Рассмотрение вопроса связи ранжирования объехтов исследова
ния с их целевой упорядоченностью приводится в третьем параrра
фе (Макаров С.В.). В четвертом пара.графе (Смертив: Е.А.) подроб
но описав центр:Яроваиянй вариант метода. Соr.пасо:ваяные оцеНRИ 
для неодяородюа: :выборох освещевв в пятом параrрафе (Маха -
ров С.В.). Шестой параграф посвящен �опросу вячис.певия весо:вsх 
коЭФРициеитов и соr.пасо:вашпiх оценок (Макаров с.в.). А.дrоритмьr 
и их проrраммm;1е реализации ВRJmЧенв в седьмой параграф (Смер
тин Е.А., Ваку.пенко А.С.). Вопросу вз8.Ш4освязей МСО с родствен
ными ему методами, а тахже с тесто:внм по.п;ходоll! посвящен восьмой 
параграф (Смертив: Е.А., Д)штриев А.Н.). Примерi ко:нхретвнх реше
ний задач nр0rнозно-п0Исковоrо профи.nя (дt.mтриев А.Н., Штатнова 
Т.И. , Кавдыба В.Н., Кар6вшев В.д., Смертин Е.А.) данн в девятом 
параrрафе. Работа эа�umчается десятвмпараrрафом (Макаров С.В.), 
rде дав сжатнй обзор метода г.павв:вх компонент. Основа .проrрам
много обеспечения метода осущест:влена программистами: Васи.льевой 
Е.Н., Кавдыбой В.Н., Вакуле:нко А.С. Конхретное решение мног_очис
.пенmп задач и т:pyдoellliшe работы офорательского характера про
водилисD Штатновой Т . И. при содействии Шяшкиной Л.Н. 

Составите.пи по.пьзуются с.лучаем по6.паrодарить геологов ряда 
экспедиций, а также сот:руднико11 Иист,итута геологии и геофизи:Ки, 
Института математики и ВЫчислите.лъного центра СО АН СССР за ока
занную помощь в работе, осо6еиио на эаRJIЮчитеJIЫШХ этапах созда
ния и апробирования метода согласо:ванинх оценок. 
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§I ОБЦИЕ СВЕдЕНИЯ О МЕТОДЕ 

Разнообразие геологических сведений ко.пичестиевяой и логи
ческой природы ,  а такzе це.пей обрабош геологических данных , 
объем которнх яепрернвяо возрастает, сост8.ВJ!ЯЮТ специфику "ия
фор&ЩИоЯяой средн" геологии. С.пе.цует тахие иметь в вццу и то , 
что'ивформац:Ия геолого-геофизического характера весьма неравно
ценна по достоверности. Именно д.п.я тliltой с.по.з:яоорганизованной 
ияфоJ;НЩИонной средн и предиаэяачаетсяметод сог.пасо:вашшх оце
нок (МСО). 

I. Бозmпшовеяие и предназначение метода 

название метода отражает особенность основной :внчис.пите.пь
ной п:poцe.ztЛli, при которой оценки строк (ст().Пбцов)'выражаются 
через аяа.тiогичяне оценки столбцов (строк). Сог.пасо:вавш�е оценки 
строк и столбцов преДставдяют собой, с математической точки зре
ния, неподвшmую то� некот0рого �пера.тора, д,ля нахоJQtения ко
торой и предназначена осно:вщuI :внчис.пите.пьяая процедура. Отправ
ннм · пунхтом д.п.я развития метода и его яаз'вания пос,;ушша работа 
[ 9 ] , :в которой бш из.пожен математический результат Ю.Л.Ба
СИJIЪе:ва, наз:ваяянй "качеJ!ЪНой процедурой". Этот вариант метода 
явился осяо:sопо.пага.I11ЦИМ д,ля·11озних.вовения новых вариантов, до
пОJ1Яеяий, о6осяоваяий и практических приложений. 

Оценка столбцов (приэнахов) и строк (объектов) в та6лицах 
даяшп Производится в предnОJtОжеяии, что исс.ледуе№iе даюше пред
стр.пеян в виде прямоуrо.пьв:ой табJIИЦЫ Х "объект-признак" и 
представшп:�ж·оо6ой характерис'l'ИЮI исС:Педуемах объектов. Причем 
RаJЩая строка в та6.пице Х · представляет собой набор значений, 
характеризупцих некоторвй объект. Ка!r;цвй. столбец соответствует 
нехоторому признаку. Таким образом, элемент х iк представляет 
собой значение к -го признака на i -м о6ъе_кте. 

ОснQвопо.пагапцими идеJЦШ в поисхе метода бн.пи разработки 
по теории тестов [ 46 J . В пос.педупцем бн.п проведен сравяитель
янй анализ метода сог.пасоваивв:х оценок И метода гЛавянх компо-
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нент (МГК) [ 30 J • Попытка уг.лубить содержательвую трактовку со
гласованности и :выяснить природу оценок привел.а к допОJIНИТеJIЫШМ 
разработкам [ 29 ], а тюаtе к построению "центрироВанной каче.пъ
ной процедурн� по которой оценки отклонений �нности призна
ков на объектах производятся от средних величин, что в статисти
ке соответствует дисперсии [ 28 ] • По мере развития практических 
приложений как основНого,так и центрированного вариантов мето
да. возник.па необхсщимость в вшmлении взаимосвязей МСО с родст
венными ему вариантами итерационного подхода. Кроме того, при 
сопоста:влении МСО с хорошо изученннм тесто:внм подходом '!):б, I?, 19] 
обнаружилась их взаимная дополнител:ьность и то, что в зависимо
сти от CTIJYRтyp.I :массива дашшх один из подходов оказывается 
предпочтительнее. Вw!сии.лось также, что оценки объектов, внчис
леННЪiе по МСО, ·нередко коррелируют с про.явленностью (на тех же 
объектах) ваmш:х: в практическом отношении свойств[iо-12,14.,20/1,0,4.2]. 

Метод nредназначен длн решения задач диагностики и :класси
фикации , для отбора наиболее инфораат:ивннх признаков, для :выде
ления подмножества представитеJIЬНI:П объектов, длн предсказания 
значений :выделенного (целевого) признака, а также длн сжа1'ИЯ ин
фор.шции";. в соответствии с конкретной (содержательной) Постанов
кой задачи. По соответствующим алгоритмам бЫJIИ отлажены реализу
пцие их програш.ш [ 15, 22-24, ЗЗ, 14 ] • 

2. Особенности метода 

Метод согласовавных оценок, возниюпий из практических за -
дач математической о6ра6от:ки геологических данных, с первых ша
гов подвергался разносторонней критике. В частности. указывалось 
на очевидную формалъную близость МСО к хорошо·изученному методу 
глаmшх компонент (МГК). Поэтому прежде всего было необходимо 
выяснить, наскОJIЫtо г.лубока и содержатеJIЪНа связь МСО и МГК и 
в чем ·их существенное различие. Последнее установить нетрудно: 
MIK (в :классическом варианте) работает с центрированннми данны
ми (так, что среднее значение каJJЩого признака равно О) , а МСО 
имеет дело с нецентриро:ваюшми дашшми, отсчитанными от фикси -
ровашшх, физически обоснованных нулнунктов. Поэтому ни один 
из. эт�ц: методов не является частным случаем другого. наглядные 
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ИR·rерпретации МГК и МСО тоже JА'lЗНЬiе. Геометрический смысл МГК 
(проектирщ1ание на направление "наибольшей ВЬIТ.явутости" :выборки) 
описан во многих руководствах (см.например [ ЗI ] ) • Что же ка

сается МСО, то с ним связаны качестэеНЮiе тОJIКо:вани.я совсем ино
го рода [9,IО ]. В МСО в явном виде использован пршщип сог.ла.со
вания весов строк и весов·стол6цов та6JIИЦЫ меJJЩу собой. Поэтому 
в первом варианте МСО данные предполагались неотрицательными, -
чтобы гаJА'lНтировать неотр�ателъность коэqф�ентов - весов 
находимых по МСО. Для :вwmления глубокой связи меццу МСО и МГК 
необходимо с самого нача.ла. отказаться от центрирования исходных 
данных (и, следовательно , от проекционной интерпретации), и ВЬl
вести МГК из других предпосылок. Такая возможность представляет
ся теоремами Экарта-ЯНrа о сингулярном разложении , а также тео
ремой Рао_;Дарроча [ 48,50,52 J. Нецентрированный варйант МГК , 
основанНЬIЙ на сингулярном JА'lЗЛожении таблицы данных , представ -
ляет собой очень содержательную математическую модель, из кото
рой , как частные случаи , следуют МГК (в классическом , центриро
ванном варианте), а также и улучшешшй вариант МСО • . 

Соответствующие соотношения, включающие процедурную часть 
МСО, могут JА'lСсматриваться и как модель получения оценок,и как 
содержательно интерпретируемая модель. В последнем случае ана -
лиз эмпирического материа.ла. состоит в применении процедур к мас
сиву исходных данных , а также.к его специфическим частям, ВЬIЯВИ
вшимся при анализе. Результатом применения: метода .является пре
обJА'lзование и перестройка rv1Э.ссива данных; в частности,исхоДНЬiй 
массив может о:каэатъся JА'lЗделеШIШУI на несколько классов. Этот 
анализ является многоэт�. причем выбор последовательности 
этапов зачастую нетривиален и зависит как от исходного мате-

. риала , так и от целей обJА'lботки. За.частую цель обJА'l6отки мате -
риала тесно увязана с целевым признаком, который лишь в редких 
случаях :включается в характеристическую совокупность признаков. 
Ка.к правило,целевой признак не :включается в процедуру обJА'lботки 
данных, а масштабирует ценность исследуеr.шх объектов (например , 
масштаб запасов поле_:зныХ ископаемых в данной совокупности место
рождений). В совокупности же характеристических признакой целе
вой признак присутствует "IА'lссеянно", в неявном вдце , а цель об
работки может состоять в том, чтобы по косвенным (по отношению 
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к це.llИ) характери<:тическим призиаR811 д:пя ря;ца объектов (проб) ус
тановит.ь значения целевого признаха. Из совохупности характерис
тических признаков , выделяются .� приближешmе iio значе:яию к· целе
вому призна. ... у -· по:ищtо:вые. Объекты,упорядоченнне по значениям 
поиско:вюс признаков,часто согласуются с упорядочеmз:остью по це
.1евому признаку ( IO, I4,4QJ • .  

Оценки объектов и признаков используются как непосредствен
но, так и для решениЯ задач рэ;Ьпознавания, сортИро:вки объектов 
по задашпш :классам. 

Метод в целоМ характерен тем что: 
а) позвОJIЯет устанавливать нек�торое естественное со

отношение MeJf,IIY исследуемой совокупностью объектов . 
сравнения; 

б) отличае'l'СЯ ма.nой трудоемкост�; 
в) доnусRа.ет задачи с боЩ>ШИМ числом бинариwt и много

значных µризнаков; 
г) позволяет устанавливать числовую меру для столбцов 

и строк таблиц решения; 
д) требует ряд структурных лежестких ограничений на 

характер таблиц; 
е) .находится н;а достаточно строгом уровне математичес

кого обосноВШDUI в сравнении с другими методами по
добного предназначения. 

Следует отметить и тот факт, что МСО все еще находится в 
состоянии дальнейшего обосно:ваn.и.Я и разработки. Его дальнейшие 
точки роста оч�в.идны '"'Ji в э.том авторы усматривают нетривиальную 
перспектшзу метода. 

3. Практические применения 

Как уже отмечалось,само возникновение метода обязано прак
тическому запросу, а именно: необходимости обрабатывать большие 
форматные табJIИЦЫ, зн�чеи:ия признаков которых имеют разнообраз
ную природу (бинарные, пiRа.ла наименований, количественнне и др.). 
Кроме того, в большом числе случаев у геологов возникает необхо
димость в по.пучении прикидочных результатов решения задач в 
краткие сроки. Причем часто эти прикидки являются вполне удов-
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ле"'"Ворителънш.ш для реализации по�тав.ленной цели. Именно этот 
метод и пос.пужи.л основой для орrаяиз� широкой о6ра.6отхи гео
лог�геофизиЧес1tой инфо� по болъmому пере'ЧНЮ целей. 

Применение решающих про!'J)аММ по МСО относится к сфере задач 
проrнознО-поискового профиля. ·Конкретнне задачи производственв:о
го характера принимались к решению по д;ну14 направлениям: 

а) задачи по нефте- и rазопроrнозу ;[ I0,20,39,40,42] ; 
6) задачи по рудопроrнозу [ II,I4,32 ] . 
Практическому решению задачи предmествуе'J,' геологическая по

становка задачи с последуЮщиы ее преобразованием в фор&Umзован
ную [ I8,4I J. как правило, решение задач-поэтапное,многоmаrовое 
с 06язатеJ1ЫПD11 уточнением и коррекцией исходной информации. Это 
препарирование исходнш: даНнн:х осуществляется в.содружестве с 
За:каз1ШКОМ, :Геологом-ПОСТ8JЮ13Щ11ХОJ1. РезуJIЬтатн :ввдаются в строгом 
соответс'l!виис:п:остав.левнш.m целями обработки инфоµ.шции и :харак
тером требований геологов. Оценка резуJIЬтатов решения, как пра
вило, производИтся на соответствупцих заседаниях научно-техни -
ческих: советов. 

Перечень задач,решеюшх МСО,достаточно обширен. В соответ
ствии с уве.тrчением алгоритмических: и про:rраммяых возможностей 
круг задач, поДJiежащих решению, :возрастает. В параграфе о прак
тических при.пожениях будут приведены коюtретнне пpШl!eJJi решения 
задач с помоЩью МСО. 



§2 ОIШСАНИЕ МЕТОдА СОГЛАСОВАННЫХ 
ОЦЕНОК 

Данннй параграф.посвsпцен изложению общей характеристшw ме
тода. Изложение ведется в строгом соответствии той последователь
ности разработоR метода, Rоторая имела место RaR в теоретическом,. 
так и в практическом отношениях.·прочтение этого пара.графа, по 
замыс.лу авторов, должно ознакомить читателя ·не тольRо с общими 
содержателышми и математичес:кими свойст:вrо.m метода согласован
ннх оценоR, но и с рядом п9дробностей,неизбежно вознИRаЮЩИХ при 
данном изложении материала. 

Иэложщше начинается с описания ВJ:!ЧИСлитеJIЫШХ процедур,объе· 
ДЮiеннюс в некоторую математическую модель. Вслед за освещением 
основного приема МСО в последупцем разделе параг:рафа пр:иводится 
краткая алгориnюческая Справl(а о допОJШении по центрированным 
качеJIЫ!ЬIМ процедурам метода. Щэ.лее характеризуется часть метода, 
которая прямо относится к решению практических задач в сфере упо
рядочения исследуемых объектов и схем распознавания. 3а.канчива.
ется параграф изложением представлений о возмоJJЗiости приложения 
метода (нагрузок объектов) для выяснения вопросов характеристи
чности и типичности исследуемых сово:кушrостей объектов. 

Параграф может им�ть и самостоятельное значение, кроме то
го.в целях сохранения приемствешiости с первыми пубЛИRаЦИ.ЯМИ в 
нем сохранена те!J4Шiологическая и аппаратная схемы. 

I. ВЫчислительнне процеду:ры 

Метод согласованных оценок строк и стОJiбцов, представляе
мнй в рамках нижеиз.ложеШiой математической модели, тяготеет к 
классическим подходам математической статистики. Однако, несмот
ря на эту "классичность", он, в ряде своих особенностей, имеет 
самостоятеJIЬНое и обобщающее для статистических решений значениа 

Пусть ЕМеется m. объектов s 1 , s 2 , • • • , :s rn. , охарактеризо
ванных двузначнш.ш признаками :r.1, х2. , • • • , :r.n • Пусть Т =[tijJ 
- таблица т х n , которая составлена из единиц и нулей и в ко-
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тогr�й i -я строка ( ti1, tiг , • . • , tiп) отвечает объекту 5i, 
i = I,2, • • •  , rn , j -.й столбец ( t1j, t2j, • • •  , trnj) от-

вечает признаку :r д , а = I, 2, • • • , n. ; таблица Т отражает 
выраженность признаков у объектов - если для i-го объекта и 

j -го признака она превшnает некоторlй уровень, то tij = I , 
а если меньше, то .tij =0. Условимся, что m � 2, п � 2 и что 
в таблице Т нет строк и нет столбцов, составленных cIIJiomь из 
нулей. 

Выраженность признаков у объектов может быть измерена и в 
ШRaJle интервалов [ 32;36 1. В этом случае признак изменяется: 
на отрезке [ О, I ] : Пока ограничимся с.луча.ем., когда t ij е: { О, I} • 
Пусть задана Т = [ t ij J - та6.лица размера rn ,.. гt , состав
ленная из. единиц и нулей. Дополнительно предположим, что табли
ца Т miл.яется связной, т.е. перестановками строк и столбцов ее 
нельзя представить в виде (рис.I), 

Рис. I. 

где через "0" обозначены части та�JПЩЬI Т , запоJШенные сплошь 
нул.ями. Для реа.лышх геологических таблиц, отвечающих значитель
ной переIIЛетенности влияний признаков, такое представление иск
JIDЧено, они заведомо с:еяз.анн. 

Определим д,ля гt столбцов та6лицы Т такие положитеJIЬНЫе 
числа :rr 1 , -.л: 2 , •.• • , :1С п. и для m.. строк табJIИЦЪI Т такие 
по.поzит�е Числа w 1 , . w 2. , • • • , w п , что аналогично тес-

товому подходу · ( I6 1 , числа для строк по.пучаются из чисел для 
столбцов по формуле 

лw·i= ti1n1+tiгtt:2,+ • • •  + tinihi для i= I ,2,  • . •  ,т, (I) 
где л - некоторый. множитель, один и тот же для всех строк таб
лицн: Т • Однако в отличие от тестового потребуем, чтобы имел 

,место и обратный подход, т.е. чтобы числа столбцов по.лучались 
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из чисел строк по фор.1Уле: 
JL1fj = t1JW1 + t2j W2 + • • •  + tmjc.Jm ДЛЯ j = I,2, • . •  , гt, (2) 
где JЦ. - не:который множитель, один и тот же для всех столбцов 
таблицы Т • 

Так как на самом де.де важны не сами числа :t[ 1 , JC z , • • •  , JL: n., 
а соотношения между ними, то будем считать, что эти числа не 
превосходят I, и аналогичное предположение сделаем для чисел 

и) -1 , (.() 2 , • • • , wm • Такого рода наборы чисел будем называть 
нор:мированннми. 

Оказывается:, в указанных предположения:х числа n 1 , 1[ 2. , • • • , :1С п и w 1 , Wz , • • • , иJ т , удовлетворяющие соотношения:м 
(I) и (2), для: таблицы Т единственны [ 9 ] и в предлагаемом 
подходе в качестве оценок объектов и признаков принимаются: имен
но они. Числа зt:1 , 1[ z, , • • • , .1С п и w1, <..J2, • • • , w 111. назы
ваются: нагрузками строк и нагруз:кш.ш столбцов таблицы. Т • 

Итак, в качестве оценок для: с•:rрок и столбцов таблицы. Т 
будут браться: нормированный набор полОJitИтелъных чисел w 1 , ш 2 , 

, w m и нормированный набор положительнн:х: чисел :1С1, :tez, • • • , JC n , удовле творя:ющих с оотношен:ия:м ( I) и ( 2) • Числа .i\... и 
Jlt играют при этом роль но.IJ4ИРУПЦИХ множителей. Соотношения: (I) 
и (2) еще не указывают как найти эти числа для: конкретной таб
лицы. Ниже мы рассмотрим еще эту сJэя:зь, ибо в ней заключен смысл 
введенных оценок. Пример. Для укаэанной таб.лицы. размера 3 х 4 
(рис.2) нагрузки строк равны w1 = V2 / 2, w�= I, Ш3= V2 / 2, 
а нагрузки столбцов равны ;r:1 = ·fi - I, :1L2 = I, 1С3= I, :i; = V2 -I. 

Нетрудно проверить, что числа: 

I I о о W1 I· 1С1 + I · 1(2 + 0·1Сз + о. JC4 
о I I о Ц)2. о ·:rt:, + I · 1i�2. + I·1L3 .+0·1L" 
о о I I W3 о. 1!:1 + О·Л:2. + I · :rСз + I· 1L4 

пропорционаJIЪНЪI чИслам w 1 , w z. , ш 3 (.множителем служит л. = 2) , 
а числа: I · w1 I · Ш1 О ·t.>1 О· u), 

+ + + + 
О · c.J2 I • w2 I · u)z. О· wz. 

+ + + + 
О· ц)� О ·<.Jз I ·С..:).3 I · w3 
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пгпорционалыш числам 1С 1 , :rC 2. , 1С 3 , � • (Множителем служит 
JU- = I + ( V2 / 2 ) • Таким образом, данные числа удовлетворяют 

указа.юшм :вшпе соотношениям. 
Рассматриваемые взаимоотношения схематически отражены на 

рис.3. 

Я1• • • • • .fCJ • • • • • 1Lп 
т. 

_JU-·1Cj= 4= tij · Ш�: 
•= 1 

Рис.3 

Отметим, что в соотношения (I) и (2) вовлечены все члены таб
ЛИЦЬI Т и притом,в некотором смысле,"равноправно". Различия меж
ду величинами нагрузок образуются лишь за счет различий в самих 
членах табJIИЦЫ Т (некоторые члены оказываются нулями, другие -
единш�:а.ми, см. вшnе пример), точнее за счет различий в располо
жении единиц и нулей по строкам и столбцам таблицн. 

Нетрудно заметить, Что нагрузки отражают характер перекры
тий строк и столбцов таблицы Т - при одинаковом числе единиц 
в двух строках большую нагрузку будет иметь та строка, которая 
больше перекрывается по единицам с другими строками. Нагрузки 
выделяют типичные в этом смысле строки и столбцы таблицы Т и 
оотому в известном смысле отражают комбинаторные, или инфорi!Э. -
циошше свойства та6Jnщъt. 

Соотношения = т1f , �>о; 
= T"w, il >О 

(I) 
(2) 

можно рассматривать поэтому как модель оценивания строк и столб
цов таблицы Т по содержащейся в них друг о друге инфор.шции. 

Вместе с тем, эти соотношения можно рассматривать и ка.к 
моделъ,·отр'ажающую связи ме�щу содержательной "значимостью" объ-
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ектов и содержате.льной "ролью" в та6Jiице признаков этих объек
тов. Разумеется.,переход к тахой трактовке должен сопровождать
ся максимумом точно оговаривае:мы:х: Предосторожностей. Необходимо, 
чтобы оценк'1 были в этом случае содержательно-интерпретируемыми; 
желательно, чтобы бНJIИ содержател�,но-интерпретируемнми та�tже и 
грушш: объектов и груШIЬI признаков, на котоJВе подразделяются 
объекты и признаки при уnо:рццочеюrи по величине нагрузок и т.п. 

Как уже отмечалось, нагрузки иJ,, w2.., • • •  , ш,,.., и п. , 
1t2 , • • • , :!Сп отражают довольно естественное соотношение меж

ду сравнивае11ШМИ объектами, и его следует иметь в виду как в 
комбинаторио-инфор&ЦUiонном, так и в содержатеJIЪНом плане. 

Вычисление нагрузок подсказю�ается схемой на рис.З. Нетруд
но обнаружить, что их можно по.лучать последовательными приб.пиже
ни.ями (итерациями), опираясь на данную схему. 

Начальные значения безраЭJ!ИЧЮl (.лиiпь бы не сплошь ну.пи), и 
можно считать, Ч'ТО ну.левое приближение :к нагрузкам есть нo}:lmpo-�) � . 
ванный набор чисел ц) 1 = I, . • • , u)m = I и нор.шро:ванннй на-(о) (о) бор чисел :1[1 = I, • • • , :ri:rt = I. 

Для отыскания первого приближения возьмем наборы чисел, ко
торые получаются, ее.ли в выражения, стоящие в правых частях со
отношений (I) и (2), подставить ну.левое при6лижение, т.е. возь
мем набор из rn чисел, равных 

п (о) tt (о) С t tj · fLJ , • " , С t mj · fCJ (3) J:i j=f 
( m сумм, отвечающих m стро:к..м), набор из п чисел, раВНЬIХ 

m (о) m (о) m (о) �ti1.ц)i 'ktii·Wi, " . •>;";tm·Wi (4 )  

( п сумм, отвечающих п столбцам). Эти два набора чисел ноµ.ш
руем (т.е. в каждом из этих наборов разделим все числа на число, 
ЯВЛJDJЩееся наиболыпим в этом наборе), и по.лученнне два набора 
чисел(1>

:кото�r обозна:т через <.1) (f) <1> Ш1 , w2 , ". , Wrn и 11;1 :tr2 , • • •  , ft,п 
возьмем в качестве первого прибJIИ.111�ния. 

Для отыскания второго приближения будем поступать с первым 
при6.л:ижением точно так же ,  как мы поступали с нулевым - подстав
лять в упомянутые выражения и .затем нормировать полученные два 
набо:Ра чисел. Они будут вторым при6.л:ижением и т.д • •  Можно дока-
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зать [ 9 1 , что даже при сравнительно небоJIЪШом числе ТаRИХ 
итераций по.пучаются числа, весьма близкие к искомым нагрузкам ; 
эти числа можно поэтому взять в качестве нагрузок. Описанная: про-
цедура реализуется про:граммой (Ка.ндыба , 1977).  

Пример 3. (Продолжение). Для табJшцы размера 3 х 4 на  ниже
следупцем рис.4 представлены результаты первых четырех nриближе
ний . УЖIЭ после четвертой итерации числа в наборе цJ�'I) = О, 714 , (4) (lf) . 

Ша = 1, w3 = 0,714 довоJIЪНо близки соответственно к чис-
лам ш1 = V2 / 2,  Ш2 = 1 ,  !.J3 = V2 / 2, а числа в наборе � ·� � . (� .Я:1 = 0 ,429 , я, = 1, .1С3 = 1, :JC'I =. 0, 429 ДОВОЛЬНО 
близки соответственно к числам -:JL.., = 1/2 - 1 ,  :JC2 = 1 ,  .1L3 = 1 ,  

-Я.ч = V2"" - · 1. После 10-- й итерации по.лучается: значение с точ
ностью до 5-го знака. 

Скорость сходимости итераций. Следует отметить быструю схо
димость итераций для всех без исКJIЮЧения: геологических таблиц 
(около 80) , которые бЫJIИ изу:чены данным методом. Во всех с.луча

я:х в пмучаеыы:х: на итерациях числах третий знак устанавливается: 
между 5-�й и 10-•'й итерацит.m, а к 30-··й итерации устана.влива.лись 
8-'й ·и 9.J·.:й знаки. Это обеспечивает весьма малую трудоемкость, так 
как отдельная итерация: весьма проста, а число итераций невелико. 
Время счета для таблиц размера IO х 40 около минУТЫ на М-20 , 
м�220 и несколько секунд на БЭСМ-6. 

ЖелатеJIЪНо не тмько эмпирическое подтверждение быстрей схо
димости. В линейной алгебре известны примеры матриц Q::3145] , тре-
6упцие да'Ж/Э при малой точности огромного числа итераций. Нужны 
доводы, что такого рода примеры. среди геологических таблиц мало
вероятны или невозможнн. 

Скорость сходимост� и�ера.ций тем больше, че� меньше величи-
на \ э..2. / л 1 1 , где J\. 1 - максимальное по модулю со6ствешrое 
значение, а л. 2 - следующее за ним по величине .собствешюе зна
чение маtрицы Ф = Т· Т * , где Т - исходная: таблица размера 

m х п. , а Т * - таблица размера п. х m , в ·которой строками 
служат столбцы табJшцы Т . Известная: теорема А.М.Островского *) . 
[ 45 ] для пможительной матрицы Т = ( t ij 1 ( t Ч > О для 
всех i. , j ) дает оценку 

эе) См. там же несколько более сильные оценки Г.Биркгоqа и Е.Хопфа. 
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где 1 А.1 1 > 1 J\.2.\ • 

I. 5 0.75 
2 I 2 I 

I. 429 О. 714 

/пересчет 
аналогичный ( I) 

/ пересчет 
аналогичный (2) 

�нормировка 

Итерационный процесс ("Качели"). 

В применении к �аблице Т это озна.чает, что сходимость ите
раций для табЛИЦЬI Т будет весьма хорошей, если всевозможные 
скалярные произведения: ее строк будут ненулевнми и будут по воз
можности мало отличаться: друг от друга. Но эти свойства можно 
трактовать как математическое выражение имеющего место в геоло� 
гических таблицах значитеJIЬНого переплетения:, перекрытия: строк 
по расположению в них единиц, т.е. значительного переплетения: 
:влияний признаков на· фактор ж. ri.н • Тем самым получаем, что 
быстрота сходимости спецификой геологическИх таблиц в известной 
мере обеспечивается:. 
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2. Центрированньrе :качелъные процедуры 

Пусть дана таблица ·т из числовых элементов t ij , стоя -
щих на пересечении i - :й: строки - s i и j ...:го столбца - X.j 
таблицы Т , i = I,2, .. . , .m.. , а = I,2, • • •  , п.. ; 1Т1. -
число строк таблицы Т , п.. - число столбцов. Пусть t ij - лю-
бые вещественные числа - 00 < t Lj < 00 • Строки таблицы Т со
ответствуют некоторым объектам, а столбцы - признакам объектов. 
Итак, значение t ij отражает выраженность признака I.,j на 
объекте Si (для удобства мы отождествляем обозначения строк 

s i и объектов, а столбцов х.. i - с признаками ). У слов:имся, что 
m � 2, п ·� 2 и что в таблице Т отсу�ствуют столбцы, запол

ненные полностью одним и тем же значением.
* 

Введем числовую ме
ру для оценки строк и столбцов та6.лицы Т . 

Числовую меру для объектов можнq задавать JШНейной, соглас
ной значениям объектов и признаков, что приводит к получению ве
сов, описанных выше. 

Другой способ задания числовой меры - задать ее с помощью 
согласования значений весов с величинами отклонений значений эле
ментов столбцов и строк от их средних значений. Тогда мы прихо
дим к так называемым центриро:ваншш :качельным процедурам [ 28 ], 
которые ведут учет не абсолютным значениям �лементов таблицы, а 
их отклонениям от средних значений по строкам ИJШ по столбцам. 

Предварительно таблица Т преобразуется в таблиuу U с 
помощью следупцей нор.шровки ее столбцов: 

и. .. 'LJ = 
где t j rnin. 
бца Xj 
� Uij � I. 

t ij tj mi.n. i I,2, . .. , m 

tjmax- t,jmi1t. j I,2, . . .  ' rt 

- минимальный, tjmaз:: - максималЪНЪiй элемент стол-
откуда .видно, что Uij попадают в промежуток О � 

Пример преобразования 
рис. 5 

таблицы Т в ТJ и.л.шострируется на 

*) Для бинарНЬIХ таблиц нет необходимости в этом условии. 
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'Z = O,I,2, (5) 
i = I,2, ' гt ; 



rn (Z) . - 2 .L °'- i ( щ, - :r.i > i=f 
(5) 

где z - номер итерации, Si - среднее ари!fNетическое значение 
строки Si , :ig - среднее ари!fNетическое значение столбца :i::J, 00 � . . причем значения сх:. i = J3 ;j = I, i = I, 2, • • • , m. ; а = I, 
2, • • •  , п , а знаменате.хи дробей в формулах (I) подобра.нн 
так� чтобы для всех · '2 � I БI:Шолнялось нормировочное условие 

т (<!) . п ('Z) L O(.i = r= />а = I. i =� а= 1 
Процесс подсчета весов столбцов и строк по формулам (5) на-

зывается центрированной качельной процедурой :внчисления согласо
ванных оценок строк и столбцов. Смысл названия "центрированная" 
задан в способе БЬiчисления весов на основе "операции центрирова
ния" , т. е. учета откло}lений элементов и ij от их "центров тя
жести" по строкам - s i. и "центров тяжести" по столбцам - 1 а . 
Э�ОТ учет ведеТСЯ суммированием квадраТОВ ОТКJIОНеНИЙ, умножен -
ных на соответств�е веса, а именно, таких величин: ('ZJ • . - • 2 ('i!J • . - 2 . J'>a · ( uLJ - s� ) , cx.i ( ич - Xj ) • Вместо квадратов мож-
но бWio бы суммировать и другие· степени оТRJ':\)Нений, причем про
цедура останется сходящейся. наш БЬiбор квадратов продиктован со
ображениями сходства по.пучаемых сумм с форq.лами д.л.я по.пучения 
дисперсии в математической статистике. 

Другой вариант центрирования качет.gой процедуры задается 
тшуn.ш фо� лами:: · 

п. ('Z) • - 2 
(-z +1) .z;:= j> j . ( UiJ - Xj ) 

()(. i = -J _-..... 1 ------
m п (<!) -

:г:::: L::: /> j ( LLj, j - :r. i ) 2 
-i=1 iJ=� 
m ('Z) 2 L cX..i ( Uij - Si ) i=1 

I9 

t. = I,Q, . • .  , m 

'l = 0,1,2, .... 

d = I,2, . .. , п 

( 6) 



которые от.пичаются от ФОоол (5) перестановкой центрирования по 
стро:кам и центрирования по столбцам. 

Смысл названия ":качелыШ..я" отражен на рис • 6 , где виден 
способ :внчисления оценок, опирающийся на последовате.льнне "ха
чави.я" от :внчисления: весов столбцов к весам строк и обратно. 
То , что оцеНitИ по.лучаются сог.ласованввми, имеет следующее С114Ъ1С
ловое :выражение: по.дучае:мые с помощью фооол (5) ми (6) оценки (�) (-i:) столбцов р i и строк ct i сходятся при . z - 00 к пределам 

fii и °'i cf = I,2, . • •  , гt i = I,2, . • •  , т ко-
торне связаны меJЩу собой такими же ФОоо.zrами , т . е .  согласованы. 
В с.лучае фо:�;щул (6), например, выражение такого согласования 
имеет вид: 

ГL - )2 r:::. j3 . ( Ll..ij - Х ·  
·= 1 iJ J 

сХ i = 
m. rt )2 z;;, L. /' .-( Llij- х ·  

j=1 J d 

т. )2 L: О(. i ( U.ii - Si 
i=1 

}J = 
tl. m )2 L � di(LLij-Si 

i=1 i=1 

т.е . все ot.i , t. = I,2, • • •  , т ; :выраженн через j3 j 
i = I, 2, • • • , п , и наоборот , все J3 J :выражены через О( i • 

в программе "Центрированные качели" реализованв оба вариан
та подсчета весов строк o<..i и весов столбцов J3i , :как вариант; 
за.цав:ный .сIЮР>'Улами (5), так и вариант , заданный ФОIUУлами (6) 

[ 33 ]. . 
. 

Итак, в целоМ методом сог.ласованвнх оценок устанав.лива.ются 
нагрузки строк и столбцов. Причем, :как · ужг отме'Ч8J!ОСЬ, нагрузки 
отрutают ха�.шстер перекрнтий строк и столбцов табJIИЦЫ Т - при 
одииаRовом чис.llе е.циющ в д;вух строках бо.пьшуЮ нагруз;ку будет 
.иметь та строка, .. :которая бо.пыпе перекрmа.ется по единицам с 
друrD1И cтpoltШl!il. Нагрузки в этом смнсле ввдеJIЯЮТ тишrчвне. стро
q J J�JQJI6цн Т -· потому в опреде.uеивом смысле отображают ком-
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б:Иваторные, или инфор&ЩИошmе свойства таблицы. 

3. Упорядочеw!:е и распознавание 
объектов 

Требуется упорядочить объекты s 1 , • • •  · , s m. по степе-
ни проявления целевого признака ::z:. n + 1 на основе их описаний 
характеристическими признаками х 1 , · • • • , х. п. • Признак :Х:.гн1 
моsет иметь шка.пу отношений или шка.пу интервалов [ 32 ] • 

Перед началом о6ра6отки инфо� последв:яя преобразуется 
с помощью кодирукщего отображения. 

Это отображение ставит в соответствие признакам .:х: а , за
данннм на объектах s i, числовую меру, называемую выраженностью 
признака. 

Др.цее, пусть в данном методе упорядочения По величинам вн
раженно�ти прИUИ14ается заключение о степени проявления целевого 
признака :r. n + 1 , что производится на основе косвеШiой инфорrш
ции, закЛючающейся в описании s ;. признаком :r. i . В этом. важном 
с'!:уЧае, когда все признаки - бинарные, значение внражевиости 

t iJ = I соответствует следующ,ему: ::с. j ( 5 i ) свидетельст
вует о том, что геологичесци значение ::.с. пн ( Si) велико. ЕсJШ 
же tij = О, то это означает, что ожидаем�е значение (в геоло
гическом смысле степень проявления :r.. п+1 незначите.IIЪНа) е не
велико. Заметим, что ухазаннЬ1е :внше оценки "велико", "невелико" 
основаны на косвенной п:peдпocЬIJIIte о том, что на основании одно
го признака сделать достоверное заit.J�ючение о степени проявления 
целевого признака у всех объектов 51 , • • • , Sm не представ
ляется ВОЗМОЖНЪIМ. 

В том с.лучае, когда информация замерена в шкале интервалов, 
то.гд:а.. упорядочение объектов по степени проявления ::r. п+1 пред
ставляет собой предмет, опирающийся на упорядочение по степени 
проявления суммарной информации, заключенней в :r. � , J = I, 2, 
. . . , п . Иск.лючим ввполнение следупцих условий: 
г:пах tu =.f!l_intij= О. либо maxtij=miri tiJ. = I 
-i=-1, ... ,rn а i-1,".,m • 

При :решении геологических задач описанное выше кодирующее 
отображение · производится специалистами геологами. Математиками 
же разработаны специальные алгоритмы: и программы, которые осу -
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ществляют оценки объектов в том с.лучае, когда известно упорядо
чение объектов s, , • • .  , Sm по х. пн., и распространяют 
оценки степени проя:вления ::i:. rt+i на те объекты, где эта сте -
пен:Ь.неизвестна [ 25,27 ) • 

Д7.!я решения задачи упорядочения по та6лице т == ( t ij) mx п 
:вычисляюrся значения ш 1 , wz , • • • , Шт, и объекты s 1 

, s т упорядочиваются по убн:Ванию w i . 
:Если значения хп+1 - запасы мине:ра.льного сырья, 'l'O оцен

ки Ш i , относящиеся к объектам, можно трактовать в с.лучае 
геологических та6лиц для месторсщцений, юш числа, :характеризу
ющие соотношения меJ�Щу-запасами, хе.сами запасы, а соотношения 
между ними . При·этом существенно, что эти числа всегда оказн -
ваются положитеЛЬШ:lМИ. 

В заключении рассмотрим ситуацию, когда упорядочение s1 , • . • • , s m. по ::r: n+-1 является известным, а степень проявления 

Хп+1 У объекта S , охарактеризованного признаками Х f 
, Хп, неизвестна. В!:мислим оценки uJ 1 , • • •  , cJ m объек-

тов S1 , . • • •  , s m � а также оценку w ( 5 ) объекта s 
Если упорядоченность объектов s 1 , • • • , s rn по степе

ни проявления х п. + 1 достаточно хорошо коррелирована с их упо
рядочением по значению uJi , то, сравнИ}Jа.Я оценку w ( s ) ново
rо 

·
объекта s , мн можем найти место объекта s (по степени 

проявления Хп+1 на s ) в . ряду объектов s1 , • • •  , Sm. [ I9 ] 
Описываемый аJП'оритм и реализующая его программа основаны 

:на при.nожении метода согласованных оценок ("Качели") и общей 
схеме расЦознавания на баЗе понятия типичНой строки ("реплшtИ"). 

Пусть заданы два класса объектов, чьими эталонами ЯВJIЯЮТся 1 .а 2. . 
s/ , . • •  , Sm1 и ·s1 , • • •  , Sm11, соответственно. Описания 

эталонов бинарныМи :характеристиче-скими ilризна:ками � 1 , • • • ,хп. 
Зt) �к. �к 

образуют таблицы т1 и т2 • Строка ( t1 , . • • • , tn. ) == 5к., 
где к== I,2,.называется типичной для .Тк , если 

*) Где на пересечении· i - й строки и j -го столбца стоит зна
к. 

чение признака :r а на объекте s i , к == I, 2 едшmца, если 
�i выпоJШяется и ноль - в противном случае. 
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тк к т1с I при L tij � 
�к. • i= 1 2 
t .. LJ mк к 

о r:: 'ti. < тк 
при 

i=1 J 2 

к тк к 
где . t ij .... элемент та6.лицн Тк • При � t ij 

(?) 

тк - значе-
2 -1( 

ние t ij может определяться также из неформалышх:, практических 
соо6ражений или с.луч.айннм путем. Рассмотрим следухщую схему рас
познавания на базе понятия "репщша". Пусть рК = (� , • • • • �) 
- произвОJIЪНI:lЙ неотрицатеЛЪЮlЙ вектор нагрузок стол6цов та6лицы 
Тк ' ё pl'- � I • Для произвольной строки s = ( t 1 , , tп) 

j= 1 
. rt �к 1 I -2 положим '2 (рК, s ) = L:: 1 ta + tJ - I ry и R (Р , ./:'"" , S )= 

I 1�1 z (Р , S ) _? -nК ---- при '2 (r, s ) -! О. Величшш ? (r., 5 ) представ-
� <Р2' 5 ) 

ляет со6ой взвешенное число совпадений строки 5 с типичной ст-
рокой та6.лицы: Тк и ее можно принять в «качестве мe.fbl близости 
к классу, представленному эталонами 51 , • • • , 5 m к • Величи.,. 
на R (Р1 , Р2, S ) оценивает тяготение строки S к одному из 
�зашшх двух классов нри заданных мерах близости. Если в, (pI, 
Р2, s ) > I, то s тяготеет к первоr,w классу, если в, (Р1 , Р2, 

s ) < I, то - ко второму. При R (Р1 , Р2, s ) = I, мы ничего 
не можем сказать о принадлежности s . Естественно сфор.шровать 
такое решающее правило для диагностики исПЪ!туемых объектов s , 
описаниями которiрС являются строки ( t1 , • • • , t rt ) : 
а) при · В, (Р1 , Р2, S ) � I + & 1 , s относится к первому классу; 
б) при R (Р1, Р2, s ) !: I - &11,, 5 относите.я ко второму классу; 
в) при I - & г.<R(Р1 , Р2, !:> ) < I + &1 , s не распознаете.я. 

Здесь пороги &1 , & , > О определяют "решительность" ал
горитма распознавания. 

Нг.иболее простой процедурой подобного рода .являете.я, по-ви-
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димому, . с.педупцая: положим Р = � � ( � , • • • , -{-) , т .  е. 
все признаки считаются в �?й степени существеюшми для диаг-
ностики . Тогда z ( Pff'., s ) = ·гл ( s ) = + i:: /ta + !; - I 1 , 

J=-1 • 
т. е. ре.ваяется чис.пу совпадений строки 5 с тиmrчной строкой 5 � 
поде.певному на п , а R (Pj , � , s.) = Rli( s ) - О'l'НОmение 
чис .па совпадений с типичной строкой первого :класса.к чис .пу сов-J . 
падений с тшnrчв:ой строкой второго класса. 

Дпя того, чтобы указавное решающее правило мо.J1Но бwro при
мея.ять к решению той и.пи иной конкретной задачи диагноза , необ
ходимо убедиться в его способности распознавать объекm обучения i 1 .г t. 51 , • • • , Sm1, S1 , • • • , g m.� , т . е .  проверить, что если 

&; - строка , соответствупцвя объекту sГ , Где j = I, ... , 
mк , то � 

R.(pI, Р2, 5j ) > I � = I, • • •  , m. 

(:!Е} R.(PI, Р2, ·S/') <. I l = I, • • •  , m:t . 
Такое распознавание объектов обучения будем назнвать устойчивым3!) 
Однахо в ряде с лучаев 'ус .по:вия (ЗЕ) моriт не ВЫПОJШЯТЬСЯ, тем не 
менее может 6вть сфорirулироваяа приемлемая с содержательной точ
ки зрения процедура распознавания. Такая ситуация имее'l' место , 
ее.пи 'ВШIОJПШl'i'СЯ ус.по:вия (И) в; (pI. Р2' s / ) > R (pI ,Р2 , sj ) . ·' . . (i . � ;i, 1 ) для, всех a=�, •. . "IJl.1,�=t, ... ,m.t.llOJIOЖИМ. о_, :::;_mtгt (Р,  Р ,  SJ , . . z. а- i,"�,111. gz =mCL:c(PI, Р2, Sj1}, тогда (И) - означает, что 01 > 8-2 • а'= i,.",rn" . . 
Q])о�.пируем решапцее правило : 
а) при. R (pI, Р2, ::. ) ;з; 81, s относится к первому классу; 
6 )  при R <Р1. Р2, s ) {,,8�, s относится ко второму к.ла.ссу: 
в) при 02.< R(pI, Р2, ';) ) '�, s не .распознается. 

Распознавание по этому п:рави.пу при не .:iзьпrоJШеНИИ ус .ловил(*) . 
называется неустой:чивнм, хотя содержательно устойчивое распоана
:ва.ние более ·приемлемо. 

Рассм9трим проце.ЦуJа распознавания на основе нагрузок •. :вы
чис.пеюшх по центрироВаиi,шм каче.пьЯlilм проце.цn�ам. 

•)Таш проверка не исRJШЧает и 66!':�l;шоГо внешнего экзаме:На 
процедурн распозиаваяия. 
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. . f 1 
IJ:усть имеются две груmш ооъектов обучения: s 1 , • • • , s m 2 2. . . 1 

и s 1 , • • • , s т. • Из их описаний обЫЧНШ4 путем с оставим таб-. · · е е е JIИЦll х1 и х2 • Пусть .Р = ( Р1 · , • • • , _р" )-вектор нагрузок 
сiтолбцщ1 таблицы Хе , е = I,2, подсчитанных по ИСО. Для произ
волъной строки · 5 = ( t f , ·• • • , t п. ) · определим 

и 

( 8 )  
- . � г . z (j5, S) . - г J. R ( .Р ' .Р ' s ) = z (f � �· ( z ( f ' 5 ) F О) ' 

_ е  
где з: i - среднее арифлетическое i -го столбца таб.лицы Х е· 

Содержательно величина 'i ( ре , .s ) отражает удаленность 
строки 5 от "средней строки" та6.п:ицы . Х е  , е = I,2. Чем вшпе - е . . 
значение z ( р , s ) , тем »;альше строка .s отстоит от строки, 

й u - е П · .,,ы. е 
составленно из значении · х j • . ричем ко"'*'*'ициентн р d харак-
теризуют ве.�mчину рассеяния значе� j -го столбца относитель-
но их среднего арифлетического ·е ::i: j так , что· чем :вшпе это рас-. е е l 
сеяние, тем болъmе значение Pi в ряду .Р� , Рг , . . .  , Рп . 
Или можно сказать, что чем :вшпе концентрация значений j -го · е . f. столбца 'округ среднего, тем меньше значение .Р; _в(� р,) , • • • .• .Рп. • То же самое можно сказать о величине z р , s · : 
чем выше концентрация значений компонент строки s относительно 
соответствующих компонент средней строки таблицы Х е, тем мень
ше значение i ( р е, s . ) . Поэтому, чем меньше значение отноше -
ни.я: R ( р f, р2,  s ) , тем 6олъmе строка s тяготеет к таблице 
Xr  и наоборот, чем больше значение этого отношения , тем больше 

5 тяготеет к Х i • 1 · - 1 г . - 1 z. г Положим <Х,1 = m a. :t.  R ( р , р , 5j ) , 0(2.= minR( р , р , S;j ) 
и сформулируем нижеследук1Цее решающее правило для распознавания 
по нагрузкам, внчисляемsм ЦК!I. 
I) Пусть сх.. 1 < ot 2 ,  тог�а :  

а)  при fi. ( .P -t ,  р 2 , s ) � °'1  , s относится к классу, пред -
ставленному таблицей Х ,  ; 

б) при R ( .Р 1 ,  р2 , s ) � O(,z. , 5 относится к классу, преf{С
тавленному · Х i ; 
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в) при °" z > R ( р 1  , pz , s ) > о<- 1 ,  S не ;распознается. 
2) Если о(, �  � оС � , то : 

а) при � <- О(.. z , 5 относится х Х I ; 
б)  при R > о{, 1 , s относится к Х 2 ; 
в) при о(. 1 � "k >, О(. а. , s не распознается. 

Та:хим: образом , если сх 1 = . о<. г. = о<. , то : 
а) при R. < ос:: , s относится к Х 1 ; 
б)  при R. > О(. , s относится х Х i ;  
в) при R. = о<. , s не распознается. 

4. Нагрузки как меры значимости 
объектов 

. Сфор.sулируем осноmше требования к выбору нагрузок Р1 , Р2 • 
.N Обозначим через Е , N = I ,2 , . • • N ..,. мерный еди-

ничннй куб. Пусть· Т - таб.пица описаний объектов s 1 , • • •  , s ,,, 
бинарннм:и признакамИ ::С1 , • • • , .x,n � Произвольному m -мер-

б ( ) , " ' " ному вектору-с тол цу :r. = сх. 1 , • • • , «- m , где - знак 
транспонирования , сопоставим: его типизиро:ваmшй вариант х = 
( сХ 4  • • 8:.. m > ' .  где c;i. = °' i  при m т и � � i -� т '1. = 1  

,o(_i = I - O(, i.  . при � c1v i � m зе) • Та6.пице Т сопоста-'1=1 2 
вим ее типизиро:ваmшй вариант Т . Столбцами та6лицы Т являют-
ся векторы ха - типизированные вариантн столбцов х. j та6лицы Т. 
Дпя произвОJIЫШХ век'J.'оров . а. = ( а 1 , • • • , о. N ) , fJ = ( 61 , . ЗВЕ) " .  , 5н ) , а �  б означает ,  что а. 1  � Ь .., , " . , а.н <- бr1 • 
ПуСТЬ Т составлена ИЗ ОПИСаний ОбЪеЕТОВ 51 , , • • , S m бИ-
нарвю.m признаками х 1 , • • • , :J::.. N 
з�:) Таким образом при х. = Xj • а =  I ,  . "  • rt в первом слу-

в) 

чае ТИПИ'ЧНЬIМ значением � .i длЯ объектов s 1 , • • • , s т явл.я-
еJLСЯ едш,wца. а ве, втором - HOJIЬ. Кроме того . при :r. = :i:: а и 
�/"1 = � · з:.3 может определяться и инвм путем (см.( 19 J) ,но +а.к , чтобы это не приводило х недоразумеНИЯ14. 

Q < & означает , что а. � Ь и Q /= 6 
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Определение I .  Неотрицательная функция JU-- ( :х: ) , задаввая 
на Е '"-, называется мерой характеристичности признака, если для .шо6.ых х ( • х /1 Е Е m х 1 < :f "  БJiечет ;и- ( х. ') L.. .JU- ( OJ:. 11) .  

� "  � *  � *  ' зt) Пусть s = ( t1 • • . • ' t n ) - реп.пи:ка т . Для про-
ИЗВОЛЫIОГО вектора 5 € Е положим . s = ( t 1 ' , t n ) ' 
где f j = 1 t а + tj - I 1 

Определение 2 . Неотрицательная функция '( ( s ) , заданная 
на Е n. , называется мерой типичности объекта, связанной с s* , 
если для JII06ыx 5 ' , s "E Е 11. 5'�  s '' БJiечет 'С ( s ' ) <. 
< '( ( s" ) .  Если oL = ( t 1  , • • •  , t т ) ' - столбец значений 
признака х на объектах � 1 , • • • , s m , то число JU-- ( о(. ) 
называется мерой характеристичности признака ::.с. для . объектов 

::ч , • • • , & ·rn • Положим J-t ( з: ) = JЦ ( oL ) • Для объекта 
5 число '2 ( 5 ) называется мерой типичности s в к.лассе , 

представленном эталонами 5 1  , • • • , s m 
Отметим, что если ;ц ( х. ) - мера характеристичности, то 

п � 
7 С s )  = а. � t { J1l ( :r.3 ) будет мерой типичности и наобо-

рот, если i(:x:) J - 1  - мера тшшчности , то Р- ( з: 
) = -О· 

tn . ' 
� � i · 'Z ( S i ) - мера характеристичности, где а. Ь 

произволыше положительные числа , 

?-- ( ::X:-j ) > о, d = I, • • • ' ГL ' 
i = I, . . .  , т. .  

tz. ( S i  ) > О , 
( 9 )  

При определении вектора нагрузок pl , . Р2 естественно пот
ребовать , чтобы числа PJ , � были мерами Хзрактеристичности 

1 1 � � 
признаков :r. i для объектов s 1 , • • • , 5 rп 1 и .5 1 , • • • , s rn. ;(. 
соответственно. Тогда '2- (рК, 5 ) = 'г_ к ( s ) будет мерой 
типичности объекта 5 в указанном  вшпе смысле . 

Простейшим примером меры характеристичности ЯВЛJlется часто
та, с которой признак принимает свое тшшчное значение. Простей
шим примером меры типичности будет число совпадений строки s с 
peIIJIИRoй таблицы Т • Одн�о при таком способе оценки мера. типич
ности объекта не зависит от того ; насколько характеристИ1ЧНЫ свой-

'ЭЕJ Где. f'� представляет собой типичное значение признака 
J = I,. • • • , rt • 
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ствеШПiе ему признаки , а мера харах�еристичности признака не за
висит' от типичности тех объехтов , на хоторюс ов: при:в::имает свое 
типичное зв:ачение. -.Цпя устав:ов.пев:ия взаимосвязи меJЩу rz и J1L 
потребуем , чтобы для вих: ВЬIПОJIНЯ.ПИСЬ одв:овремевно соотв:ошения со
гласования • В этом с.пучае мерой харахтеристичиости признака яв
.пяется (с точностью до постоянв:ого множителя) СУ10«а мер типично
сти тех объектов , где он приЯим:ает свое типичное зв:ачение. И на
оборот , мерой типичиости объекта s яв.пяется сумма мер харахте
ристичв:ости тех пр:и'Зв:ахов , которне в:а объекте s прив:имают свое 
типичное значение. При этом меI& типичиости , пороцаемая по фор
му.пе фувхцией ;ц. ( х; ) , совпадает (с точностью до постоян
в:ого миоптеля) с 7_ ( s ) , а мера харахтеристичисrсти , порож
даема.я '2. ( s ) , совпадает с JL ( х.а ) • Ив:аче говоря, мерi 
характеристичности :11 типичиости ЯВJ1Я11'1'СЯ вза.имосог.ласо:ванв:ыми. 
По.паrа.я для i = I, • • • , rn , J = I ,  • • • , п , ;и. ( s i )=iд� - i i 7 JU ( :tj ) = 1L J Q. = с , ь = d запиmем соотв:о-
шен:ия сог.пасо118ИИяд.r.я строк- и стОJiбдов те.6.пицы Т : 

с Ц)i 

d .1С . а 

( IO) 

где с и d - произвОJIЫШе по.поптеJIЬЯЬ1е чис.па. Приходим к 
осноВЯЬ114 уравнениям 

.... 
метода согласо:ванннх оценок для та6Jm-

цы Т • Решение этой системы - "каче.пыm:е" в:агрузки ст о.пбцов и 
строк Т -- опреде.пяют вза.имосог.пасо:ваиные меря характеристично
сти призв:аков и типичв:ости объехтов•> . . - 1( � 1( - к ,....,,, · )( - к - 1( • 

Пусть п = ( 11:1 , • • • , Яп. ) , ш = ( w1 , • • • , wm.I() , 
"хаче.пыm:е" в:агруз:кя сто.пбцов и строк та6.лиЦЬI TJt , qiК- - часто-

та принятия приз118.IWМ .:r j своего типичного значения. Справед -
ЗЕ) .Цпя этого , хроме требо:ваиия измеримости Т ,  следует предполо-

жить , что Т в:е имеет в:улевой строки. Практически J!Ю6ая гео-

логическая та6Jшца удов.петворяет этому требо:вав:ию. 
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к 
Причем б i � О оэиача�т. что r "  

mк - сред-
- к - к 

:в:ее арфетическое чисел ц)1 , • • • , ц) mк • От:мет:им также , что 
� к ( - к к )  w i  = с, .1i , S i  • ....,, к . /( 

Испо.пъзова:в:ие ц.> i хак меры тmmч:в:ости объекта s i в 
к . /( группе объектов 5 1  , • • • , .s m" проводилось :в:а ряде геологи-

чесюа: примеров и дало результаты , хорошо согласующиеся с содер
жате.п:ъной трактовкой типичности геологических объектов. Таким 
образом, мОжио· сказать, что при ct> i  к >  О "типич:в:ость" объекта 

к к к к St в группе s 1 , • • •  , S гп к  вшпе средней , а при бi < 0-
юае средней. F.сли r;:J'j к оценивает частоту встречаемости тmm:ч-

mк к к 
:в:ого з:в:ачения, то . )t=1 б i  t i;j оценивает ":качество" ВЫПОJJВе-

' к х 
:в:ия этого э:в:ачев:ия. ��ер, если дл.я а: 3  , ::r.i �i = fl'j 1 
то в:еравев:ство зtГ > .Л:;j означает , что объекты .s i , для 
которых · t ij 1 = I, в среднем более тиmrчин, чем объек.тн s i , 
для ltOTOpьtX t i j = I. 

Все вшпесказанное позволяет утверждать ,  что с содержатель-
- · к. в:ой точки зрения веJIИЧИНа :fC J может бнть истОJIКовава как ме-к к ра характеристичности призн� . х. j дл.я объектов 51 , • • •  , Smк•  

со:вмещапцая в себе Rак частотНую,тах и "качественную" оценку. 
Поэтому естественно ожидать ; Ч'!'о если мн используем по.лучев:ные - к . 
нагрузки столбцов :r;; j · в описанной вшпе диагностической схеме, 
по.пожив � к  3' 1 I1 = (-- , . . .  , 

� к  
:f(n к --- ) , 'гr = 

то по.лучев:в:нй алгоритм распознавания окажется примеШШ!iМ для 
широкого круга геологических задач. Опыт его применения для ре
шения ряда геологических задач показал следупцее: во всех слу -
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чаях результат распозва.ваиия по Rr бwr не хужг ,  чем по % . 
Отмечевы с.пучш; нэразделени.я RJiaccoв по Rп (т. е .  81 > 82) при 
:их ра.зделеНJШ по Р1 , а тау.же устойчивого распознавания по Rr 
при неустойчива1 распозваваяия: по Rп , хотя даже и в тахп си
туациях обща.я :картина распределения значений R1 и ErI пример
но одинаковая. 

ЗамючитеJIЬШiе внсхазн:ваmш по МСО в цело:м сводятся к следую
щему. В основу метода ЭaJIOJteнa процедура подсчета оценки строк и 
столбцов табJШЦ последовате.пышм пр:и6шаtевием (итерациями) этих 
оценок х •предеJIЫШМ. ОсновопС?JIЗГ� · нецеятриро:ваиннй вариант 
метода , в связи с рццом причин допОJIЯея цевтриро:ва.нным вариантом. 
Взаимная дополяите.1IЫ1ость вариантов бнла хорошо всхрвта решеиие:м 
ховхретsх задач прогноза . В частности ,нехоторое преимущество 
це:атриро:ваюш:х: процедур перед нецевтриро:ваияш.ш состоит в бо.пь
шей строгости распозвава.льческой схемы. Нецентриро:ваввsе проце
дурн икеи преимущество в задаче обнаружения :внразительвости це
.певоl sвачимости объектов , а тапе в вопросах упорццочения строк 
и сто.а:6цов. 

Проrраммы :внчислевия оцеяох строк и С!fолбцов та6.пиц , коэф
фициентов в задачах распознавания (как для центрированНого , так 
и .1tJIJ! вецеприроваяиого вариантов ) реаJIИзо:вавн :яа ЭВМ , на алго
р:итмкчесхом яз:ыхе ".А.1п48-6" . Их достоинством является возможность 
обра6атюзать та6.пицн заполнеmш:е как биварннми , так и количест
веЯШ11111 зиачевиями признаков [ IO, I4 , 40, 42 ] • Эти npoгpa№llbl 
ПОЗВОJIЯJ)Т обрабаТI:ШаТЬ бОJIЬШефор.!а'l'ВНе та6.лицн ( m х п =IOOx200) '  
что пос,цесТJIУ позволяет давать ориевтирово11ВНе решения для мно
гих задач прахтического ВащmзJiения,возюпщоцих в сфере rео.поги
чесхоrо прогноза и поис:ка. 
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§З КОРРF...J[ЯЦИИ ОЦЕНОК МСО 00 3НА. � 
ЦЕJIЕВОГО ПРИЗНАКА. 

Ка.к уже сообщалось вшпе (см. §2) в pigte с�ев ВllЧJlсzен
яне по МСО наrрузЮI строк та6Jшцн (существенности о6ъектов) xo
pOllo корре.u:ируют с упорядоченностью объектов по значениям целе
вого признака. 

Принятое подразделение приэнаков, котоIJ:iМИ ха�теризуются 
о6ъектн,следупцее. Полная характеристиха о6ъектов•1�сс.nедования: 
(месторождений) представляется описанием , расч.пененшш :на харак
теристические призна:ки. Ка.к правило, количество характеристиче
сюп: признаков JП3JIЯется из6нточннм. Эта ·избыточность заранее 
неизвестна и обнаруживается целевыми устано:вхами и обработкой 
таблиц. После решения та6л:иц , в соответствии с цеJIЪЮ обработки , 
:вв,целяется :неизбыточв:ая часть признаков , которая , по аналогии 
с геОJIОI'1111еСRИМИ определениями , называется поисковой совокуп
ностью признаков. Именно поисковая совохупвость признаков род
ственна целевому , по которому объекты ра:ниируются в соответ
с твии со своей значимостью. Упорядочение объектов- по совокуп
ности поисковых приэнахов ,совпадапцее с упо�очевиостью по 
целевому, и .является предметом внимания э'l'ого параграфа. 

В - связи с больmой практической :важностью этого �Iакта 
предста.в.пяется умествнм провести математическое рассмотрение 
сравнения оценок МСО с JIИНейвой регрессией .целевого признака 
ва по:Исковне . Да.пее перейдем к фор&ЗJIИзова:нянм представлениям 
�опроса. Бы.явление эqфекта корре.пяции нагрузок объектов с це
.nеВЬJМ признаком имеет и математический интерес , поско.дЬВ,у 
расширяися реэулъта'l'!l на · контакте раЗJIИЧННХ математичесюа: 
приемов. 

Пусть наряду с массивом Х задан также некоторый це.nет 
вой признах 2 = ( 2 1 , • • •  ; г,J • ( Тер.шн "целевой" означает , что 

�) Полнота описания объектов эдесь понимается в содержа
те.пьном смысле , т . е .  полная характеристи:ка исчерпнва
ет естественнув;> информацию о месторо.11Щении,имепцуюся 
в распоряжении геолога. 
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и ero значение надо уметь предсказать , но испОJIЬЭуя данные Х,  
а также некоторую обучапцую :выборку , в которой значение/! за
дано). В отличие от � , признаки а:./\' = ( Х 1 к , " . , Хmк) 6удем 
называть поисковыми. 

3апишем уравнение линейной регрессии признака 2 на поис
ковые признаки: 

2 i  = r1 I i 1 + • • •  + ln ii,,_ + б i  ( I )  
Или в матричном виде : 

� = X r  + i ;  Т =  < r1 ·  , . . .  , т;,. )т . (2 )  
ВеЛИЧИНЬI l i суть коэqфициентн регрессии� • 
Введем обозначение : 9 к есть ковариация :l: с поиско:внм приз

наком .::z: , к 
m Т 9 к  = f;; 2 i З:iк ; 9 =  ( 90 " . , 9п) ; '} = Х�.(З) 

Вектор ко:эфрициентов регрессии r находится из условия ми
нимума фующионала погрепшости: 

m г m п 2 
Q. = 2;:: Gi = Z:: ( Z1 - L Гк .:I:�"к ) -min(4) 

1, : /  l � f  K -: f  
Решение оптимизационной задачи (4) хорошо изучено. Оно и:ме-

ет вид: 
т - !  т -! 

;r = [х х ] � = [х х] х z • (5) 

наилучшая (в смнс.пе метода наименьших ю�адратов) .пив:е:йная 
оценка признака 2 (по ма.ссИВу Х) : 

т -J. т т - 1  и = х r = х [ х х J · х 2 = х [ х х] я • Сб )  
Рассмотрим теперь уравнения МСО: 

v c<.  = Х � ,  
.JUj = Х ТО(. • 

т 
Здесь <Х. = (d.t, • • •  ,cx.rrJ - "на.грузки" �6ъектов , 

р = (J.L ,  • • • ,ft> n ) - "на.грузки" признаков. 

(7 )  

(Ве.лmmнн v , р суть нормирупцие множите.пи, обеспечивающие ВЬI-
т т 

по.пнение условий : сх О(.= J'-V , J> р =I ) .  
Из (7 )  следует : т т 

JU- V f-'  = У Х <Х- = Х X j> ; 
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ХТ ·  XJ = � Yf' ; J'> = fl- IJ [ X r Х } -р ,  
'У с;. =Хр =Ф- v<:1.= JLv  х [хт x] -f, . 

В результате получаем: 
.JIL-�=X [ Х т X] -f • (8) 

Мно.пте.пъ .JIL -�для да.пънейmеrо несущественен , и его можно 
опустить (считая , что он введен в компоненты вектора о<, ) • 
Введем обозначение : fJ = tl d. iк 11 = Х [ Х т Х] - � 
Перепишем форгу.пн (6) , (8)  в виде : 

и = fiJ9 ,  ( 9 )  
сх = Cj)ft • ( IO) 

Л:инейвне (регрессиоянне ) оцеЯltИ 1.ч признака 2 естествен
янм образом упорцдочивают множество объектов. (На практИRе за
дача обнчяо стаmхтся так , что чем бОJIЬШе U i  , тем "о�учше" ИJШ 
"ваzяее" i -• й  объект) .  С другой стороян , объехты можно (чисто 
ФОIJ48Льно) упорцдочить по возрастанию нагрузок О( i . Если бн 
ЭТИ два упорЯдочения разJIИ'ШJIИСЬ не очень существенно , .  МОЖНО бЬl
JIO бы , для грубой классифиRации объектов по целевому признаку, 
пользоваться объеКТЮВ4И нагрузками. Это может быть полезно в 
тех с.дучаях, когда л.инейнне оцеЯltИ и i по.лучить невозможно , вви
ду отсутствия обучающей :выборки. Бьtч:ислительяне эксперименты с 
конкретными геолоrичесюwи данными показали , что иногда объект
ЯЬ1е нагрузки хорошо коррелируют с целевым признаком. 

Попробуем датЬ этомУ факту ФОIJ48ЛЬНое обоснование . 
Выделим в х два объекта (строки) с номерами i ' J • Дпя 

них в силу ( 9 ) , ( IO) сп�авеДJIИВЫ соотношения: 

и .: = di, 9 1.  + + d tn. g "} 
Uj = d,J' 9 1  + + dj11. 9п. 

o(,i= di, J.1 + • • •  + d i f  }tt } 
olj = djf/31 + • • •  + dj. } "- • 

Обозначение : Эк ( i,j )  = d;.к- d i к , (к = I ,  • • •  
Образуем разности: 

(П)  

( 12 )  

' /1_ ) • 
дu. = Ui - U.j = 8 :1. 9 -1  t . . .  + б. п.Я п.  ( 13) 
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А« = c:><.i - cXi = fl 1 jJ 1 + • • •  + &п.} п. • ( I4) 

Требуется выяснить, при каких условиях из неравенства лос>О 
следует д ц > О (и наоборот). Если такое следование имеет место , 
упорядочение .ао возрастанию О<. i. влечет аналогичное упорядочение 
объектов по возрастанию линейных оценок признака � • 

Примем, что да.шше ::r. iк. - неотрицател:ьньtе (это предположе
ние играло существенную роль в основном варианте МСО, который 
был использован для вычислителыmх эксперШ4ентов). Кроме того , 
предпОЛОJ!ШЪI, ЧТО 'Z 1 ;;;,, 0. 
Прямое и обратНое преобразование МГК: 

т 
Х = УС , У = Х С .  ( I5) , ( I6) 

Здесь У = 1 1 �iкll - матрица главных компонент; 
у iк есть значение к-<й главной компоненты на i - м объекте. 
С - 11 С :  11 - ортогональная матрица, столбцы в:оторой суть собст

веmmе векторы матрицы . Х т Х; (напомним, что дашШе - нецентри
рованные) . 
Развернутая заirись уравнений ( I5 ) , ( I6) : 

( I7 )  
/( к � iк = С 1 .х i 1 + + С ,,_  х i n. • ( I8) 

Выразим вектор ковариаций 9 (см. формулу (3) ) через элемен
ты матрицы главных компонент: 

m , m.  п т  
9к = 4= Z i Xiк = ск � 'l.i �if  + • • •  + С к  L 2 i Y in ( I9 )  i = i  i =1 i :t 

Обозначение: m 
vs= r:: �i lJis . 

1 " i  
Величmш '// суть ковариации целевого признака с 
понентами. Таким образом иМеем: 

1 n. . 
gк = С к  1J" + • • •  + С,.. tJ'n . 

Дзлее ,Введя обозначение 

(20) 
главными ком-

(2I) 

hs =  8� С 15 + • • •  + Вп. С� , ( s = 1 ,  • • •  , п ) , (22) 
представим разность д l.L (см. ( I3) ) в виде: 

n. . 
л и  = .L: '1.15 h s  . (23) 5 = 1 

34 



Обратимся к разности д °'- (см. ( �4) ) .  Вектор р есть глав
r ннй собственннй вектор матрицы Х Х (именно такое решение урав-

нений (7)  использовано в прахт:Ически реализованном варианте МСО ) . 1 
Таким образом, Р к.  = Ск . СледоватеJIЬНо :  

{ { 1 
А сх. :: 8 1  С 1  + 8 2.  C:i + • • •  + Bn. С п. :: h1 

В силу ( 23) , (24) имеем: 
rt 

л и.  = V-1 ·дot+ I:: 1Js h5 З=2 

(Z4)  

(25 )  

Так :как ,  по предположению , Х iк � О, то , по теореме Фробе
ниуса о главном собственном векторе матрицы с неотрицателышми 
элементами ,.  !>1<� 0 . I :'о к �  n. и,  значит , 1j i 1 � 0 . I $  i $ m . 
Так :как z i � О ,  имеем: 1i1 ::i:. О. Случай 171 = О можно не учиты
вать :как внровщенннй (поскольку речь идет о практических даюшх ) .  
Итак , дри сделашшх допущениях V-1 > О. Оста.льньtе велиЧИНЬI 

Vs ( s ,.,.  2) , а также /т. 5  , могут иметь разные знаки. _:выраже-
ние (25) позволяет сделать :качественный вывод: эqфект корреляции 
объектНllХ нагрузок с целевнм признаком сле.цует ожидать , преж.де 
всего , когда первая главная компонента сильно доминирует над ос
талышми. Но этот слуц...ай не единственнвй и, быть может , не са
мый типичный (среди 6лагоприятЮlХ для названного эqфекта ) . Ве
личины h s можно рассматривать как CJJYЧ8.ЙНI:le ,  с нулевым сред-
ним , при_ этом слагаемые 1i5 h 5  ( s ;;:. 2 ) , могут "гасить" друг 
Друга. Поэтому требование сильного доминирования первой глав -
ной компоненты не является , вообще говоря , необходимым. 
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§4 ЦЕНТРИРОВАННЫЙ ВАРИАНТ МЕТОДА. 

Цель данного параграфа- описание центрированвюс качелышх 
процедур метода согласованннх оценок. 

I . Согласование 

Дана таблица Т числовых элементов t ij , стоящих на пере
сечении i - ·й  строки - ( .S i. ) · и j -го столбца - ( :rj ) таб.лицн 
Т, i = I ,2 , • • •  , т , j = I , 2 ,  • • .  , rt ;  m - число строк. а 

n. - число столбцов таб.лицн. Элементы t ii суть неотрицатеJIЬНЫе 
числа. Строки таб.лицн Т соответствуют некоторым объектам , а 
сто.лбцн � признакам этих объектов. ВеЩiЧИНЭ. t ij есть значение 
признака :с j на объекте .s i (для удобства мы ото�ществили обоз
начения строк S i и объектов , кото]:IШ'! эти строки соответствуют , 
а также обозначения столбцов :ri и признаков ) .  Предполагается, 
что m � 2 ,  n. � 2 (рис . 7 ) . 

( Х1 ) ( Х2 ) ( .Т . ) ( Х п) d 
t 1 1 t1 2 t 1j tfrl. ( f, ,  ) 
t 21 tг2 f 2j t2 n. ( Sг ) 

т 
t11 ti.г. t ij t in. ( ::.  i )  

tm� tm2 tmj tmn. ( S m ) 
Рис . 7 

Для по.лучения численннх оценок строк И столбцов та6.лицы Т 
вводятся следупцие итеищионные процедуры. Последуnцие прибли-
жения .:J[i ( R+ f ) ,  Шj ( k.н ) пмучамся через пре.zщдущие :IC�tJ , uJ/"-> 

по формулам: . · 
(f<•1) lLi = 
( k.+1) W ·  -а -
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т 

Рис . 8 ИлJmстрация к ФОIJ'У.пам (4) ,  (5) 

Jt (О) 
r -
I 

т 
' r 

I I . . I 

. . . . . . r.J.)1....-���������---. Ц) '--���������--' 

Рис . 9 ИлJmстраци.я к форq.лам ( I ) , (2) , (З)  
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где А.. � , jL � - некоторые норшруuцие множители; · например, в ра
бо·rе (22 J употребляются мнопте.п вида: 

[ � (�) } [ "' (ft)  
Л.1( = m o. x  t._. t ij · ц)J •Jl\.= tтt�r. C t ii · J[ i } 1 "' " � ',,, a = t  . H J � n.  i=1 

а в работе [33 J - вида : 
"' п.. (k) п.. m. ( k) 

1Lt. = Z:: = t ij , Wj , JU-k = 4::: С t ij · iCi . i = 1  а = 1  J : f •"1 
В качестве начальньrх приб�ний для оценок строк и стол-

бцов берутся значения: (О) Jti = . I ,  i = I , 2 ,  . . .  , m j = I , 2 ,  " .  , п. (3) 

Как доказано в работе [ 9 ] , . для почти всех таблиц суще-
ствуют предеJJН : 

. (�) . (k.) 1f-t = ti. m  1[i , u)J. = l i m  ШJ· , k - oo  k - oo  
:л_ = t i. m. Лrе, .f- = u т... ru.k ;  k - oo k -+ оо г-

тогда , учитывая ( I ) , (2 ) , имеем: 
I rt.. JC i = т � t i j . u)i ' 

Шi = -L i: t i :i · n i . 

(4)  

(5 )  JLL i " f  о 
Равенства (4) , ( 5 )  отражают согласование оценок J'Ci , 

i = I , 2 ,  . . .  , rn , с оцеНRаМИ Шi , j = I , 2 ,  . . . , п.. , кото
рое в том, что .t�:"i по.луча.ются через Шj так же , :как Шj - чepeзJtl. 

Дп.я выяснения того , :как пrоисходит согласование , рассмот
рим, что содержательно выражают формулы ( I ) - (3) . 

Фо:рму.!Пl (3) показывают , что целесообразно принять равными 
началънне приближения к оценкам всех строк и столбцов , ибо за
ранее неизвестно , какие строки или столбцы предпочтительнее .  
3а счет различия значений t iJ' , i = I ,2 ,  " . , . т.  ; j = I , 2 ,  . ( k) (k) . . •  , п. , происходит диqфереmumция значений JCi , uJii при 
k.. � I ,  как видно из форМул ( I ) , (2 ) .  (k �i) 

(k 1,Ро.ль множителе
.
й Л.k. , JU- k  - ОГР!Ц!ИЧИВЭ.ТЬ значения 1l' i , " '/ n. (�+!) m (lи1) 

ш i сверху так, чтобы суммы .вида r;; ШJ + � Л:i не 
росли до бесконечности с ростом k J ,  а были оrранцчены сверху 
конечннм числом , например т т n.. . m (f<+ i) п. (kn) 

Итак , "внешнее" ограничение суммы С Ji:i + z= Шj 
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осуществляется: парой нормирующих множителей ( А. k , .JIЧJ , а "вну
треннее" распредеJiеиие этой . суммы на . .  значени.я 1Lfk+1�ш/k �J) за-
висит от rn. · п значений t ij , i = I , 2 ,  .-• •  , m ; J = I ,  
2 ,  . • .  ' п.. 

Согласование же проявляется: в том, что "внешне" пара ( J..k ,  
.JU- k ) имеет пределом пару ( · 1-. , .JU- ) , а "внутренне" m + п. ..,-(�+-!) (l<+V. . зн�чений Jii ,  шi име� пределом rn +  п. значений Л:i , w1 , 

i = I ,  2., • • • , гп , J = I , 2 ,  • • . , п • 
Такие качественнне рассухщения: позволят нам дать идейную 

сторону цен�рирования: RачеJI:ьНШС процедур. 

2 .  Центрирование 

Как ьтмечено :вшпе, перераспределение суммы оценок строк и 
столбцов по отдельным строкам и стоЛбцам определяется: совокуп
ностьiо m · п значений t ij признаха х i на объекте S i , i == I ,  
2 ,  . . . , m , i = I , 2 ,  . . . , n. · .  Но само значение t -Li есть, 
другими словами, отмонение выраженности Xj на S i. от нулевой , 
что, формализо:ва.нно ,  можно выразить так : 

с1<.н) I . п. t ._, ( k> .1Ci = -Л. L ( ij - О) · LV(j , 
� ;j = { 

(t+!) I т (k)  cJ· � ( t i.·J· - О) ·  1/:; J = 
Jl.lk h . 

Так , центрирование, как отклонение t ij от нулевых центри
рукщих значений , можно условно приписать даже первоначальному 
варианту качельной процедуры, данному в [ .9 ] , а затем и моди
фициро:вашшм вариантам [ I5 1 .  

В работах ( 28,34 ) в качестве центрируuци:х значений выб
ранЬI средние арliсl14етические из значений t i ; по строкам и по -( ГL 6 f ft1. столбцам , то есть значения: -;:;- � t iJ. , - z=  t iJ. • В этом "' J - 1  . ГL . ГТl. 1. = 1  
случае центрирование вида t iJ. - _J_ С t iJ. или вида t iJ. -
_l_ т. 

п. J = 1 
т. � t ij давало бы для: некоторых t ij отрицателыше значения:. 

Чтобы добиться положительности, эти выражения: берутся: в квад-
рате ( t ij - _J_ С t ij )2 и ( tij- -1.. f::. t ij )2 , чем 

п J =t rn i -= 1  
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достигается аналогия с ВЩ8ИеНИJDIИ для дисперсии. · 
Тепер:ь , когда идея цеятрировапа объясвuа u :щюстеllап 

npDepe.x ,  дацим общие форму.пн: 
(fы) -1 п. [ ( k )  1Ci = - L. 'f ( tij - o<. ij ) ;  Шj ] , 1'. t.  j =t 

u)�k� ...L f: � [< tij - ftiJ' ) ,  JLi(kJ • J JЧ.11 i =1 J 

( 6) 

(?)  

r.це с(, Ч ,  f> ij - цевтрирупцие ЗJmЧеВИЯ, 'J , r - Relt�TOJ;lile ве
отрицате.пыmе фуню:сии. HecкOJIЪito примеров копретвоrо вида 
Ф,УВАЦИЙ 'J , 'f прmзедеяо в стат:ье [ 29 J • нами Ше будет рас
смотрев бо.пее частвнй ,  ва:mнй с.пучай, пре.Цдо:аев:янй в ре.ботах 
[ 28;34 1. 

. 

з; Реа.пизация процедур 

В даввой реализации цевтриро:ваввю: качеJIЫПП процедур э.пе
мевтн t ij Та6.пицы Т своdоднн от условия веотрицатеJIЫiости. 
Кроме того , предполагается, что в таблице Т отсутствуют стро
ки и стол6цы , запОJIВешше це.ПJ1Ко:м ОДНJD4 и тем же значением. 

Та6.лица Т преобразуется в таблицу U '· состоящую из 
веотрицатеJIЬНЫХ элементов u. ij , путем следупцей ВОJ:lо!ИРОВRИ ее 
столбцов: t . { t . } . · - mt ГL 0(. 1  1. J  1 (. Q(.  * m  о · · 

L.l.ij = m.a :r.. Jt" . } - min't.xA'z, =I ,2 , . • •  , т.  ; J =I ,2 ,  . . . , п,  • 
1 � °' * mL J -if«.�mL 'JJ 

откуда вИДJJо ,  что О �  и.. ij � I. ОцеЯки строк и столбцов табли
цы Т по.пучаются по таблице U , в которой столбцы и строки 
становятся с0поставимыми меJЩу собой за счет неравенства 
О � U. i.j � I.  

. 
имеется два варианта подсчета оценок строк и с толбцов по 

·;:�,; {. � �f .. c: :�;;:]: 2 J 1,(2 

..:- .  - J -JL 1. -

E:_ i::_ [w�k)( u· · - х ·  >]2 · '  
. . а LJ а t =: t  J = 1  . 
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-m._[_(_k) __ --�· 2
---" 

2

) � � fri ( цij ... Si ) 

п. m [ ( k) 
J Z:: r:: 1[ i ( U i . - "5i ) J "- f  i = f  J 

(9) 

- I т. - I n. · 
где Xj = 7ii." 4:; U. ij , Oi = -;;:-- .г:;= U.�j , k. - •�Р первцо:,: 

(о) t -tgl._ . i:J i . . 
причем �i = wа - I, 1 =1 ,2 ,  . • •  , rn ; a � I ,2 ,  • • •  • "- .,• 

в этом варианте , хах видно из форq.п (9) , (8) , оцепи 
строк растут с ·  ростом отклонений компонент с трак от :�t<Мlоиеит. 
"средней" строки табJIИЦИ Т , а оцепи стОJiбцов тем Вlillle ,  чем 
Выше покомпонентвuе оТJtJiон�ния сто.пбцов о.т "сре.цнего" стОJiбца • 

.lfJJyroй вариант · центрированной :качеJIЬЯой процедуJВ ПOJJl' -
чится , ее.пи в фoIЩ"JiaX (8) , ( 9 )  провести перестановку ие.пчп 
ia и S i  = r  (k) ] i/z. 

ё -L и) i ( Иi . - s i ) ] 2 
(l>..+1) j ::. 1 J 

:1С· = L · m rt [ (�) - ] l Z:: !:: Шj ( щJ· - S i  ) 2 
L"' 1 J""'1  

( IO) 

( II)  

В этом варианте оценки строк и стОJI6цов тем: :вшпе , чем внше раз
брос знtiчений компонент строки .и.пи сто.пбца самих по себе , то 
есть по отношению к среднему ариtl14еТJАескому Зиачеиий 1t0МIIO -
лент оцениваемой строки и.ли столбца. 

Рассмотреннне фoIЩ"JIЬI t8) , (9 )  и ( IO) , ( II )  представJШ11Т 
собой частный с.пучай ФОоол (6) , (? ) . Оценки, по.иучаемые по 
программам на ЭВМ , описанным в статье [24 :J ,  суть оценки, за
дава:емые форлулами (8) , ( 9) и ( IO) , ( П ) .  
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4. Вопросы применения 

Как указы:ва.zюсь :вшnе , фop.iyJIЬI (8) с.пужат для оценки отк
лонений строк таблицы от "средней" строки (состоящей из сред
них ариquетических значений по RЭ.]Щому атолбцу) ,  а формулы (9 )  
- для оценки отКJiонеJ!ИЙ столбцов от "среднегь" стОJiбца (в  ко -
тором каJЩая компонента - среднее ариquетическое из значений 
соответствующей ей строки табJIИЦЬI Т ) .  

Поэтому :велиЧИНЬJ Jti, , ц)J , по.пучаемые по формулам (8) , (9 ) , 
дают :возможность ранжировать строки и стОJiбцн табJIИЦЬI Т по их 
типичности : чем типичнее для таблицн Т строка S i или столбец 

х j , тем меньше значения J[ i по отношению к :JCA , JC2 , • • •  , -:J[m_ 
и Шj по отношению к -Л:1 , -:Л:2. , • • • , -:Л:rп . Самые бОJiьшие значе
ния оценок "1Ci. и Шj соответствуют самым нетипичным строкам и 
столбцам таблИцы Т • Типичность , в данном с.пучае , понимается , 
как малость отКJiонений от "средних" строки и столбца. 

Оценки :ГL;_ , Wj , из:влекаемн:е из фopivwл ( IO) , (П) , отра
жают :величину разброса значений строк и столбцов самих по себе , 
то есть суммируются отitJiонения: компонент оцениваемой строки 
(или столбца) от среднего ариquетического ее компонент . 

Чем ВЬJШе веЛИЧИНЬI разброса , тем больше значения оценок 
:Л:i , w j • Поэтому представляется целесообраэюш применять эти 

оцеНки ддя подразделения столбцов таблицн на группы стОJiбцо:в , 
состоящие из столбцов с близкими значениями wJ • Группа с наи
меньшими значениями t.iJ j суть самые близкие к ото�естВJIЯЮЩИМ 
столбцы , группа с...наибольшими значениями w j - самые контра -
стНЬiе столбцн. Из строк с близкими значениями 1Li та�tже можно 
образовать группы. Эти группн характеризуют стабильность строк: 
чем меньше значения :![;_ :в группе ,  тем стабильнее по своим зна
чениям объекты в этой группе .  Самые высокие значения -:lii имеют 
объекты "с крайност.ами" . Исходя из подразделения объектов на 
группн с близкими значениями J'C i , можно попнтаться устанавли
вать оптима.JIЬное Число градаций стОJiбцо:в. 

Не остана.:влиВа.ясь бOJiee на вопросах применения центриро
ванных каче.лышх процедур для одной таблицы , перейдем к изло
жению способа их употребления для случая двух таб.пиц, что сво-

42 



дится к а.пrоритмам распознавания по ЦКП. 

5. Распознавание 

Задача распознавания формулируется таким образом. 
Пусть даны две таблицы эталонов - Т 1 .  , Т z, и таблица проб 

- Т л ; все три таблицы имеют одно и то же число столбцов - п. • 
Требуется д.ля ка.JЩОЙ строки Sn из Т п ухазать, к какой из таб
лиц Т 1 и Т 2 строка Sn тя:готеет в большей степени. 

ПреJJЩе , чем воспользоваться процедурами ЦКП, ВiilIOJIRЯIOТCЯ 
следупцие подготовителънне операции. Составляется таблица Т ,  
в которую входят таблицы Т 1 , Т z , Т n , заriисаннне одна под 
другой ' причем тах ' что строки табЛИЦЪI т 1 размещаются вшие ' а 
строки из Т п ниже ,  чем строки таблицы Т 2 • 

Так табЛИЦЪI Т j , Т 2. , Т n записываются одна под другой 
в ухазанном порядке и образуется таблица Т . В таблице Т ст
роки нумеруются так : 

i 1  , если б - строка и� ! 1 с 
номером i,1 , 

строка б по.пучает номер 
i.2 + m1 , если б - и� Т 2  с но

мером i,� ; 
i.3+ m1 + m2 , если б J!:З Т n с 

номером i,3 
здесь гn 1- число строк в Т 1 ,  rnz- число строк в 

,Палее проводится �ОffrШРовка значений таблицы 
Т 2 . 
т по фор-

муле : tц - tjm.ilL LLij = _ _._,__ _ __..__ . 
tj moз: - ij mi n. 

где tj mi.n- :минима.лъНЬIЙ , а tjm'a.з:- максимальннй элементы j - го 
столбца пары таблиц (Т 1 , Т 2 ) • По.лучившиеся в результате нор
мировки табJIИЦВ обозначаются так же ;, Т 1 , Т 2 , Т п . Заметим , 
что в результате этой нормировки элементы таб.лиц Т -1 , Т 2 по-
падают в интервал [ О, I J , а э.жементы Т п могут быть меньше О 
или больше I .  

Затем табЛИЦЬI Т 1 , Т 2 подлежат обработке с помощью ЦКП е 
по формулам (8) , (9 ) , то есть вычисляются оценки строк :1С i и 
оценки столбцов c.UJ , е = I , 2 ,  удовлетворяющие равенствам: 
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"1С{ = 

� [  . t. tU .  . d 

е е. 
i: [шj (Ui.j 
i1 '= f 

mt п е 
С � [ щ1 i•.f J.= . 

те . е е 

- е  - :r. .  J 

е ( u.ч -

r:: [.1(i ( Uij - gi i=1 

fL . · те е е. 
4= r:: [ 1Ci ( Uij -
l " f  t,-=I 

) 1 2 1/2 

( !2 )  
_. е 

� 2 З: ·  i1 

)] 2 

2г (IЗ) 

)] Б i  

- l  . . �е :t.; - сре.цяее apИlflle'l'ИЧecJtoe значений J - :ro сто.л6ца , а 
. S f · ..,. сре.цяее арlфrет:иЧес:кое значений i - й строчки та6лицЫ 
Те • ' те -: чис.по строх '1'а6.lпщв т t. • е = It..2. 

. · · дu· распозвавапя упооrре6.шmтся веJ!И'IИIIН: 

R. ( s )  = i (I, S )  
z (2 ; s ) , где ( !4 )  

. п. _ t е] 2 � ( f , S ) = )"1 ' f < t j - X.J ) wj , t =  I ,2 , ( !5) 

Х.�еризуuцие проИЗ:во:дЫIУЮ строку 5 = ( t � , t 2. •  • • • , t ,,, ) ; 
:в8.вчИва R ( S ) 1111ее'1' смнсJ.[ при � (2,  S ) ./:. О и отражает уда

. DИИОС'fЬ � O'f . Т 1 • 
Пояс� с:мкСJI употре6.певия отношения ( !4 ) .  для распозна

ваиu c'fP()u f> . ва при!ЩЦJ[епость к та6.пицам · 'l' 1 и.пи т 2 • Из 
фci1111.i · (!2) , (I5)  ви.цяо ,  что ве.пичинн � ( t', , Si)  (дм ст

· ро1t  S-i'l'a6.nкцil Те ) про'RОрциоваJIЫШ ве.пичивам ( 1С� )2 , то есть 
paaxap311t строки та6.mщн Те по их тиmrчвости. Ее.пи считать , 
11'1'0 • все другие строп S не riринадJiежащие Т е , тапе тако.:. 
·�· Ч'!'О � Z ( f , Ь ) отражают ИХ ТИПИЧНОСТЬ ПО OTBOШe

JIJll) · к  стро:иам та6.пцн · Т t , то , все-таки , эта типиЧность под
СЧПllВ&8'1'СЯ в· единицах та6.шщн т t . Когда же берется .отноше
пе (!4) , то в нем '1'.иmrчность :выражена в единицах , учитываю-
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щих обе таб.пицн как Т 1 , та:к и Т 2 • :Ее.пи строка S 1 - тип.ич -
ная строка таб.пицн Т � , причем нетипична для та6.лиця Т 2 , то 
-R. ( S -1 ) < I ,  но для строки S 2 , т:ишr<Шой та6.лице Т 2 и не-

тиmrчиой таблице Т 1 , имеет место нерmенс.тво R. ( .s � ) > I.  
Эти соображения позвОJШЮТ сфом-лировать следупцтliй способ упот
ребления отношения · ( I4) для распознавания. 

Производится подсчет чисел 
� 1  = ma :z:. R ( s ) . �z = min R ( S ) 'С, Е Т1 5 Е Т2 

Возможны 2 с.пуча.я: либо ;;;_ 1 < <Х 2 , либо � 1 � <Х:г.. В первом ьл.у -:
чае , когда ot 1 < -ot.;a• принимаются следупцие решения: 

а) если R ( S n ) � ;_ 1 , то 5 n относится к Т 1 ; 
б) если R ( S n ) � сХ. 2. , то S п относится к Т 2 ; 
в )  если � �  < R. .( S n  )<. ёХ. 2. , то S n относится к зоне отка-

за от решения; эдесь S n €. Т n .  
Во втором случае , когда d. i � Ос. �  , решение таково : 

а) если R ( S n ) < О<:. 2.  , то Sn относится к Т -1  ; 
б )  если R ( S n ) > О<: 1 , то .5 п относится к Т 2 ; 
в )  если & 2. � R . ( Sn ) � о<. 1 , то S п попадает в зону 

неопределенности. 
В изложенном вюпе очерке центриро:вашшх качеJIЫШХ проце -

дур метода согласованннх оценок охарактеризован:. ряд ваJШЬ1Х 
ЗJiементов этих процедур: согласование , центрирование , реализа
ция , а также вопросы применения и алгоритм распознавания с 
помощью ЦКП. Приведенные характеристики этих элементов могут 
послужить стимулом для дальнейшей разработки в этой о6ласти , 
так как в ряде моментов усматривается возможность такой раз -
работки. 
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§5 СОГЛАСОВАННЫЕ ОЦЕНКЙ ДЛЯ НЕОД
НОРОДНЫХ ВЫБОРОК 

дана таблица данных Х размера т " п ; строка - объект , 
столбец - признак ; х iк есть �начение ,.. -го признака на i -м 
объекте . Пусть объекты (строки) X i  разбиты на к классов. ( 1 ( 
� к � т ) . Таблице Х соответствует п - мерная обучэЛцая ВЪI
бор:ка объема m , обозначаемая тем же символом Х . Надо спро
ектировать выборку Х на вектор cJ... = ( сх, 1 , • • • , сх. п ) так , 
:rтобн проекции ц i = сх 1 :ri 1  + • • • + сх ::r iп имели относительно не
бОJП>IПУЮ дисперсию внутри каждого класса и в то же время хорошо 
разделяли бы объекты из разных классов .  Иными словами , надо свес
ти п - мерную задачу классификации к одномерной. Прикладная 
цель: распознавание ( типизация) ноВЪIХ объектов , не принадлежа -
щих обучающей выборке Х , с помощью некоторого реmапцего пра
вила с параметрами , зависящими от вектора о<., • 

Одну из конкретизаций даюlой задачи представ.л.яет собой ди
скриминантный анализ [ 43 1 . Однако вычислительный алгоритм ди
скримина.нтного анализа довольно сложен даже дл.я двух классов ; 
если же задано более двух классов , возНикают , помимо известных 
�чис.лителышх , также и допоJПШтел:ыше диагностические трудности. 

Ниже предлагается другой подход к проблеме , бо.п:ее простой 
в вычислитеJIЫ1ом отношении , .являпцийся , с одной стороны , вари
антом известной мето� канонических корреJIJПtИ:й , а с другой -
обобщением метода главных · компонент (МГК) , а также - дл.я неот
рицате.JЩ!ЬIХ данных - метода согласованiШХ оценок [ II , 19 ] • 

1. Канонические корреляции 

Начнем с изложения одной :классической задачи (ХотеJIJIИНГ , 
1936) , (31 ) 

Давв две таблицн данных : Х ( т " п ) · и У ( m 1- s ) • 
Объекты :ri.E Х завумеровавн таюiе , ·IЩК и объекты Wi· e У ; т . е .  
между строМми Х и У установлено взаимно-однозначное соот
ветствие : : ч. "' � i · 
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Возьмем линейные комбинации : 

U.. i =0(1 ::Ч1+ • • • +ot.nXin.;11J.=� i  'i/i1  + • • • + fi s  'Ji5 
( i = ! ,  . . .  , т ) ( I ) , (2) 

Введем меру взаимосвязи ме�щу наборами 
т 7" R = L: иi Vf: = ос Х У · р 

или в развернутом виде : { oi. 1  f>1 Ш11 + + о<.1 Ps  'U71s  
R = 

O(.rtj3n Wn1 + + d-n/J s  Ш-п.s • 
где обозначено : Иlр'Т= L:: З:. ip '/i<y 

и 
(3 )  

(4)  

Строки Х i , 'J i можно . считать реализациями случайных век
торов. Ее.пи , кроме того , центрировать и нор.nq>овать величшШ 

:Х i , ';/ i , и i , V i , то функционал R будет являться выбороч
ныы коэqфициевтом корреляции. В дальнейшем мы будем избегать ве
роятностннх трактовок , сохраняя в ряде случаев статистическую 
Те}:14ИНО.ЛОГИЮ. т т 

найдем векторы ct. = ( «.1 , • • • , dn ) , f3 = ( ft1 , • •  • •f>ri) , 
о6ращаm�ие R в максимум , удовлетворяпцие при этом условию 
нормировки : т т т r 

о<, Х Хсх. = I , ft У Ур = I (5 )  
(таким образом, мы требуем , чтобы дисперсии веJIИl>ИН L/.i и v-i рав
нялись единице ) .  

Введя множители лагранжа j\_ , р , приходим к задаче на 
безусловный зкстемуМ функционала : 

т r 1 т т 
Р = О(. Х Ур - - ( ot Х Х сх. - I) 

2 
Необходимые условия экстремума ( 6) : 

X 'fp - l ХтХ сх.  0
0 

т. 

т 

} JU- Y Yf> + Y Xci.. = 

JЧ 
2 

т т 
( p Y Yft -I)  (6)  

(7 )  
(8) 

т т 
Из (7)  , (8) , с учетом ( 5 )  , следует : 1 = о<.  Х У р т т р У Х О(. = ;ц . Общее значение Л. , JLL обозначим через 'V • т т 

Домножим ( 7 )  слева на У Х (Х Х ) и сложим с (8) , умножен-. 
т т . -'{ ным на \) ; аналогично домножим ( 8) слева на Х У ( У У ) и 

сложим с (7 )  , У1J!НОженным на v . В �зультате будем иметь: 
( УТХ (ХТХ )- i Х ТУ - 'У 2У ТУ )� = о ' ( 9 )  
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1:,, т - i  т 2 т ( X r ( У У )  У Х - v Х Х ) о<. = 0  ( IO) 
Неву.певне со6ствев:нuе 'ЧИСJiа системН (9) , ( IO) по определе

нию еуть :канонические хорреJIЯiтии. Число их равно рангу :матрИ!11l 
Х ту ; в моде.пи фахторНого анализа это есть афрехтивное Ч:Ис.по 
общих факторо� [ ЗI J • г � 2 

-
Пусть v1 , • • • , � п и v 1 , • • •  � v s суть наборы со6сJ1'

веmШх значений (ВRJП!Ч8Я ву.певне ) уравнений (9) и ( 10) (ненуле
вые части их · совпадают) . Соответствующие на60J;1:1 со6ствеinшх век-- - i п i s торов: ( OL , • • • , oL ) , ( р , . . . , ft ) . J!ивейнне фушщии � - n ·· i S -Х сх. , • � • . , ХО(. , а тахже .У р , • • • , У р' , яазнваются :каиониче-
сltИМ'И ве.пиЧинаМи. известно ( [31 J ) , что ве.пичивн Xotl ( i = 
�. , • п ) , _ равно :ках и Ypi ( J = I ,  . • •  , s ) , попарНо не
ко�:ваиы - и �еют единичное ставдартное отмонение ; ',кова�
'ция Х О(.  i и У р; ( i -1 j, ) равна ву.пю; ховариаци.я Х с:Х. i и У) � 
·равна v i . Эти {:во:йства: канонических :ве.пичин делают их по.пез
нымИ - дл.я приложений. 

Эта теоретичесttаЯ схема является довОJIЪЯо общей. В част -
ности , :ках нетрудно показать , при s = 1 она превращается в 
схему JIИНейиой регрессии. Другие модификации даются ниже . 

2. Связь канонических корре.п.яций с МГК 

Сохраняя прежнюю постановку задачи (§2 ) , введем, вместо 
(5 ) , новую нор.mровку : 

't o(; o<, = I , .Т 
P P = l , 

что приводит к другому , сравнитеJIЬНо с (6) , фующиона.ду: 
т i;.. л т - ;и. т 

-
Q : o.. Х Yfi - - OC:. Ol  - - f> f> 

- 2 2 
Ус�овия экстрема.11ЪНости: 

ХТУ /> = J.:.OL 
Y 7Xot= JU-P 

Из ( 13) , ( 14 )  следует : ( v = A.JJ. ) .  
Х ТУ УТХ О(. = '\) О(.  - УтП тУ f!> = vp 

(П)  

(I2)  

( 13) 
(I4)  

( 15 )  
( 16) 

Перепишем ( 13) - ( 14 ) , полагая У i ( m х n. ) ( i: - еди-
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ничная матрица) : Хр = l oL  
X oL  == JA J'>  

X1X0t. Y ol  

( I7 )  
( I8) 
( I9) 

т х х р = v р (20) 
Система вида ( I9) , (20) возникает в методе ·r.павюп компо

!!Ш . (МГК) . Для центрирова.юшх дашоос (коrда среднее по столб

цам равно нyJIIO) rлавннй вектор ot.. определяет• напрамевие наи -

болыпеrо разброса выборки Х , а соответст:вуuций ему вектор 

. есть первая главная компонента (проекция :ваборки на Г.даВНое нап-

равл
ение

) .  
Е

сли д

аmш

е Х iк е Х неотр

ИЦ

ате

.лыm

е ,  у

раВВ

е

вия (I7 ) , 
( I8)  совпадают с осно:внш.ш уравнени.ящ так называем.оrо !lетода 

соr.пасо:вавнь�х оценок , который , по существу , я:вляется вычислитель

ннм вариантом МГК, но ввиду неотрицате.пъности данных допускает 

специфическую интерпретацию результатов . В частности , компонен

ты векторов О(, , j3 можно рассматривать как весовые коэсJфици-

. енты признаков и объектов [ I9 , 29 ] 
Таким образом , схема канонических корреляций охватнвает , 

как частвне случаи , основные уравнения МГК и метода соr.пасован

ншс оценок. 

Вернемся к нормировке ( 5 ) . Пусть У = I ( m x  m ) . Тоrда 

условия экстремалъвости (7) . •  (8) примут вид :  
т т 

Х _р Л. Х Х сх (2I) 
X ot  (22 )  

Покажем , что А = JU. ;,;: I ;  (возможно также .i\. = JU. = -I , 
но в 'l'аком случае\• доМноюm ol ИЛИ р на r -I ,  МЫ ОПЯТЬ при

ходим к задаче с положителыщми значениями: .1 = JЦ = I ) .  Из 

(22 )  следует : 2. т т т 2 т JU. ]3 13  = о<. Х Х о<.  = I ;  JU- Pf> = I (23) 
т. т 

Так как У У = I , из нормировки ( 5 )  следует : ft f> = I • 
Поэтому , в си.nу (23) , имеем: JL 2 = I. Дзлее ,  в си.nу (21 ) • (22 ) ,  
справедливы равенства: 

т .i\. т р Х р = f.L Х Х о<. 
из которых следует :  ft. JЦ = I .  
(22 )  приобретает вид :  

т т 
Х X ol  = р. Х J3 (24) 

Итак , l = JtL = I .  Система (21 ) ,  
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и.п :  

т Х р 
Х ое.  

т -1 
[Х Х ]  

т 
= I I oe. (25)  
= р 

т 
х J> = О(, 

(26) 
х о(.  = р 

Система (26) опредеJ1Яет �ой вариант метода согласовав:
внх оценок. Ес.�ш д�е :r: i к Е: Х - неотрицатеJIЬЯНе ,  то , при вы

ПОJJИении тех ze вес:ьма неzестхих условий , что и в старом вари
анте метода, посредством аяа.поrичяой :внчис.пте.nяой (итерацион
ной ) процедурi , МО3НО найти Полопте.пыше вехто:rs О(. , р 
хомпонеятн которых иrрают роль весовых 1tоЭФРициентов. Отметим, 
что HOIIOIPO:mta (5 ) может оказаться более удаЧиой по с:равнеяию 
с {П) , ибо она может хомпенсироват:ь неудачявй :ввоор масштабов 
(единиц измерения) признаков Х , в то время хак условие (П)  
прямой связи с масштабами н е  имеет. 

mщ :  
Пр.ике'Ч8Юlе .  Ес.�ш У = I ,  мера взаимосвязи ( 4 )  принимает 

(27) 
Таха.я зап:ис:ь наводит на нескОJIЫtо ивую ФOIUYJ!ИPOВitY задачи. 

Доuиоать строп ::z: i та6.пицы I на тапе коаqфИЦ11ентн р i , и 
одиовремевио домиопт:ь столбцы :r. • к на хо8ФРициентн ci. к , что
бJi о6рв.тить (27) в максимум. Дпя неотрицатеJIЬШIХ данюп: такое 
дС*Ноzеиие рв.вносИJlЬН приписн:ванию о6ъехтам • признахам ИВДИ]ЗJl
дуа.IЬВП :весовнх хоЩфиц:иентов. 

3. lila'lplЩ& сходства и о6о6-ев:ие МГК 

Paocмo'l'pllll неодиорц1111> :внборку Х , разбитую на k :uac
co:a ( k � m ) • Мы не потеряем в о6щиосп , если предположим, Ч'l'О 
оОъекtи , �е одному и тому_ ze i -vy к.пассу , обрв.з7-
и в �е I сп.пО111Иоl массив Х 1 •  Дu JLU11Страции примем , 
что k = З. Эа.цад1111 на миоестве пар о6ъе1t1'ов простейшее orno
meпe 6.пзОСП, JUИ сходства: ИЗJЩОЙ паре :пре,цстаmrrелей ОДНОГО 
и тоrо Е JUВCCa С'!'а.ВИ'!'СЯ в СОО'l'ветствие I ' а ха.J{ДОЙ паре ОбЪ":"" 
ектов •а рв.зинх КJЩссов - О. Это отношение определяет матрщ 
сходства (размера m х т ) , имепцую мочно-диаrона.п:ьную струхту-
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I1Y. в соответствии с�бл�очвойrсNrJКтрюjй та6J!ицн Х 
х llj 1 - "-'�r,;_;! -x х 2  �У2� · = У  
х3 -f��; 

(28) 

Заmтрихованнне блоки запОJШенв ецивицами , прочие - ну.ляхи; 
к.пассу Х с m i  мементами сопостамен "единичннй" 6.1101t У i i 
размера ( т i х т i ) . 

Решим задачу па максимум: 
т т R = ос.. Х Ур (29 )  

о(.ТО(. = I ,  Pft = I • ( 30) 
rде Х , У задаются схемой (28) . 

где 

т 1 2 .3 
Ве�тор р .  также зацишем в блочном виде : р = ( р , р , р ) , 
р i ::; ( .Р 1i • • • • • р :ni j . . 
Условия экстрема.лъпости ( IЗ) , ( I4 ) :  1 " "' ' " �� х у 11 :rX ;j�x� у=��1 1 i, = ;.; 

-1.<:.-� J._ � = JU ... p..:J 
,1__ �з3 _х_ �У 
1 1 • 

(3I) 

(32)  

Система (32)  очеВИДПЪIМ о6раэом распадается па три подсисте-. ' мы ;  В1ШИ1Пем, например, первую из них ,  о6озв
1
ачив через ц к  сум-

му элементов к -го столбца подматрицы Х : 
1 1 � . 

U1 CX..1  + • + И п  Ol. n  = РР 1 

/ • 1 
(33) 

U 1 c<. 1 + • • •  + И п  d. n  = JU } m1 1 
Отсхща следует ,  что все коо:миватн подвектора ft равнв аrеи

ду собой. Очевидно , то же самое справед.пиво и для р 2 , р ' 
1 1 л 

Итак: р 1  = • • = j3 m 1  = /> 1 А .г - - А. z - � (34) r13 = . . . = J-' т .г = r,: 2 
/31 - • • • - /> m3 

- f>3 . л 1 
Здесь р i - общее значение коорц:иватн по,цвщtтора f> • Поэ-

тоиу подсистема ( 33 )  вырождается в одно ураmiевие . F.cJШ , кроме 
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того , упростить (ЗI) с учетом ( 34 ) , система (ЗI ) , (32}  примет 
вид: (35 )  

( 36)  
Заметим, .что систему ( 35 ) ,  ( 36) можно п-о.цrчить непосредст -

венво из урцтений МСО (I7) , ( I8 ) , если дoпOJillИeJ!iblio потребовать 
( 34 ) .  Таuм: о6разо14, константы р i (весовые кщфрициенты) харак
теризуm :классовую пр:ивадлеж�з:ость объектов. Можно предположить , 
что и ДJIЯ других матриц сходства, задаваемн:t с помоiЦЬЮ какой-ли
бо естественвой метрики ,  близость коэсIФициеятов P i , по.пучае
мш из j'l:Щmений вида (I3) ; ( I4) , будет свидетеJIЬСтвовать о 6лв
зости соответс•i•вуnци:х объектов по некоторому характеристическо
му свойству . (быть может • .  неявному) ' которое можно положить в ос
нову одНомеряой к.лассификации (и следоватеJIЪВо свести задачу рас
поэяа.вавия к одяомеряой) .  

Уравнения (35) , (36 ). можНо рассматривать ках систему МГК 
отиоситеJIЬЯо веЛичия · и�  (от которых .пеrко .перейти к средним . . . -1 � 
зяачеВШD4 признаков по каж.:о:ому классу: m i И.к ) ; ·· сравните с урав-
нениями (I9 ) , (20) . В этой связи обычная задача Мгк ( ( I9 ) ,  (20) ) 
соот�тствует с.пучаю, когда число классов равно чис.пу объектов 
( к t = .  m . ) • т .  е .  когда каж,цнй объект .является единствешшм пред-
ставителем своего класса. . 

Рассмотрим: еще одШI пример .матрицы сходства (заштрихован -
ные части б.поков заполнены ецивицами; остальв:не элементы 
:ну.пи) : 

. . 
Х . � .� = У  ( З? J  

Схема (37)  выражает с.пучай, когда каждый объект похож на 
некоторое :JЮJЩЧество (меяшее , чем : mi ) соседних элементов сво-:-. � . 
его класса Х • Из-за "краевого эсIФекта" , состоящего в том , что 
краЁНИе объекты в классе ·имеют , по· ( 37) , меньше сходных соседей , 
по сравнению с· в:нутренв:ими объектами, характеристические конс
танты } i (веса) , будучи, :как правило , близкими для внутренних 
объектов , для крайних (т,е .  "нетипичных" ) объектов класса бy;rr;:J1 
относительно меньшими. 
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В общем с.лучае элементы матрицы сходства � i.j Е У сутъ зна
чения некоторой меры сходства объектов х. i и Xj выборки X(i,j = 
I ,  . .

. , т ) ; можнр потребовать , чтобы эта мера принимала эна

чеiiия из интервала ( 0 , I ) .  
Естественно предполагать , что , при удачном задании классов 

и меры сходства, ди�ональнве блоки У (являщиеся внутрИR.Лас
совыми матрицами сх.6дства) , будут запОJШены, в основном, �ели
чинами , 6Jiиз:кими к I ,  в то время RаК осталъные блоки - величи
нами , близхими к О. т 

В примере с матрицей ( 37 ) при умножении Х на У ( если 
решать систему ( IЗ} , (I4) ) ,  qахтически происходит "скользящее 
усреднение" (сглапвание )  по столбцам. Можно ожидать , что ана
лоГИЧВЪ!Й эqфект будет проЯВJ1ЯТься и в общем с.лучае (кроме , бнтъ 
может , очеяь искусственвы:х примеров) .  Поэтому весьма вероятно , 
что :к.пассифихация, mшОJIНеввая с помощью .характеристических 
констант р i , будет отчасти гасить оmи6Rи первичной :класси
фикации. 

В :качестве мерн сходства можно взять , например, фушщионал: 

i < :r.i , xi > = + с ехр - [ - Р�к< р1хi. - p1 xj >2 } (38) К=-1  
3цесь сх. к , ft i , р J -

некоторые началыше значения весо
вых коэ<IФициентов; .Р - НОJ;.NИРУПЦИЙ множитель, подбираемый эк-
сперимента.л:ьяо. . т 

Расстояние от произвольного объекта 2 = ( 21 , • • •  , 2 п. ) 
до класса Х к (неооходимое для диагностики) определяется есте
ствешшм образом как среднее (по всем х i е Х к) значение вели-
чин 'G ( 2 , X i  ) . 
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§6 ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕСОВЫХ I\ОЭФФИЦИЕНТОВ 
И СОГЛАСОВАННЫХ ОЦЕНОК 

дJuio некоторое множество объектов , характеризуемых набором 
прпзнаков. Имеется таблица Х размера ( m х ;i ) , состав.ленная 
из оценох признаков для всех объежтов. Элемент Х iк е Х есть зна
чение к -го признака на i -м объежте . Таблица Х представ -
ляет собой либо сводку экспериментал:ьных да.нншс: , ;шбо сводку эк
спертвюс оценок (в последнем е.лучае "признак" есть мнение экспер
та) .  Предполагается, что таблица о6.1'.адает достаточной однородно
стЫ>, так что усреднение оценок х i к  как по строкам (объектам) , 
так и по столбцам (признакам) имеет физический смысл. Требуется 
·по.лучить среднее взвешенное значение по каждоli строке и по каж
дОмУ столбцу. ·Для этого надо знат:Ь весовые коэффициенты (веса) 
признаков и объектов. Обычно веса вводятся априорно , на основе 
RаRИХ-ли6о внеIШШХ соображений. МЫ рассмотрим серию способов на
хождения весовых коЭФI>ициентов на основе имеющихся данных (т. е .  
по таблице Х) , снИJtа.lЩИХ ВJПf..ЯНИе субъективного фэ.ктора. 

Примеры задач: 
I. Экзаменационная комиссия (или судейская коллегия на соревйо

вании) ;  :r iк есть оценка в бал.пах, постав.ленная к -м экза
менатором (судьей) i -му студенту (спортсмену) .  Требуется 
ВШ1ести средний ба.лл. 

2. Группа экспертов , оцениващих затраты на различнне варианты 
ведения разведки (:и.ли разработки) месторождения; х. iк есть 
прогнозируемая стоимость i -й разведки (или раэрабоТRИ) по 
мнению .к -го эксперта. Получить согласованные оценки. 

З. Эfфективностъ промшпленНшс предприятий , :выпускапцих несколько 
разных видов продукции; х iк· есть процент выполнения плана 

i -м предприятием по к -му виду продукцпи. Получить свод
ную оценку эффективности. 

4. Геологические данные ;  :r. iк есть оценка рудоносности i -го 
района по к -му способу поиска. Упорs;цочить исследуемые рай
оны по степени перспективности. 

На неформальном уровне очевидно , что веса объектов и приз
наков ДОЛЖНЪ1 быть связаны мещцу собой; согласование весов состо-
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ит в учете этой связи посредством ана.питических выражений. 

Обозначения: 
О(. - весовой коэq:фщиент (вес ) i -го объекта ( i = I , . . . , т ) 

( O � ot i � I ) ;  
р - весовой коэqфициент (вес ) к -го признака { к = I ,  . . . , п ) 

( О  � f3 к  � I ) ; 
i.к  = L. сх. i Хiк - среднее взвешенное значение к -го признака ; 
:r.i.  = L.pn Хiк - среднее взвешенное значение i -го объекта; 
LLiк = Х iк - .Х.. .к  - отмонение Х iк от среднего по объектам; 
'/Jiк = З:.iк - Xi. - отмонение I iк от СJ>6днего по признакам; 
иliк - общее наименование для и. iк , 'lli к ( т .  е .  Wtк = и iк или 

Wiк= V'iк ) ; т 
О(. = ( сх. 1 , • • • , ctm ) - весовой вектор объектов L: сХ i. = I ;  т р = ( f3 1 , • • • , р п ) - весовой вектор признаков С рк = I ;  

ТИпичн:Ьiе фом:;ш для весовых коэqфициентов : 

JUOli = L. Рк · Хiк + h V}к= �cX.i Х i к  + h 
к г 't' 2. 2 t' JUo< i = ( L_рк.·иlк ) 'Уjк= ( Г-cx.i -w-i к ) 

�) к � 
f ei..i = exp {- r  �рк·Хiк+ Ft J С р )  \Jp11= e:i:p{- r�a.ixiкth} 

r 2. t ; ..J r • ,.,..2 t JU-O: i =  exp t- r С r:;.ркиiiк )  J �.f>к= e:x:f"t"r�<cчwi:к) } 

Здес ь  jU , 'V - нЬр.шрупцие множители ; h , 'С' , r - пара-
метрн ,- подбираемые экспериментально. Константа h задает нуль
пункт отсчета весов. 

Комбинируя формуJШ из ( oL ) и ( р ) , можно получить системы 
уравнений для вычисления согласованн:ьrх весовых векторов. 

Например: 

jU- С Ч= L }'к Хiк ] 
� Р к  = "L. ot i :r iк . 

JV-. O( i = ( L /.>к Uli'к) 

2. t' ]  2. t' 
�Рк = C L.o<.. i w-iк ) 
jUO(i = L.рк Хiк  + h. ] 
\) fж= е :х:р { - r r:::: о( i Uli� J 

55 

( 1 ) 

(2 )  

(3)  



у.�. с ч  = е :х:р { - у; С рк "uriк J J ...; р к = е :r р {- T.i С а.. i uii к } 
(4)  

Выбор монотонно-возрастающей и.ли монотонно-убывающей функ

ции при задании весов соответс твуе'l' предпочтению больших или ма

ЛЬIХ отклонений , что ·определяете.я содержанием задачи . Например ,  

в эада�е о судейской :ко.ллегии можно принять систему (3 ) : весовой 

коэфlJ:ициент спортсмена возрастает вместе с оценками , а вес овой 

ко:э(fфициент судьи убывает с ростом отклонения поставленной им 

оценки от среднего значения. Тем самым фактически вводите.я "шт
раф за необъективность" . 

Систему ( I) рассмотрим более детально. Такой принцип зада

ния весовых векторов предлОJ1tен в работе [ 9 ] . В этом случае вес 
i -го объекта (признака ) равен , с то�остъю до постоянного мно

жителя , среднему взвешенному по строке (столбцу ) . 

Из ( I )  следует :  

( )..· = 
х х т =lo<. 
х х =l  f> ( 5 )  

т 
Если все элементы з:. iк - неотрицаrелъные и матрица Х Х -

неразложимая , то ( 5 )  имеет неотр�щателъное решение c<.i >-:-0,ftк� O  
[ IЗ ] . 

Интересно отметить , что си�теw.а ( 5 )  В!:lра.жает условия экст

ремума функционала 5 , представлтацего собой взвешенную суw.ту 

всех элементов: 

S = С С сч Рк :х: iк ( 6) i к 
При этом не облзателъно , чтобы элеменrы Хiк были неотрица-

телышми . т 
Спе:ктралъна.я задача вида Х Х f> = Л р возникает в методе 

глаВНЪ!х :компонент [ ЗI ] , причем таблица Х. • предполагаете.я цен· .,. 
трированной (средние по столбцам равны нулю ) . Тогда Х Х есть 

ковариационна.я матрица признаков , а собственные векторы р зада

ют направление главных осей выборочного элл:ипсоида (вт·орые мо

менты :которого совпадают со вторыми моментами данной В!:lборки 

объектов ) .  Главный собствеНШlЙ вектор может иметь :координаты с 

56 



м'1нми знЩtаМИ , вследствие чего он не может быть принятша R8I<: 
весовой вектор. Таким образом , аналогия между методом rJiаВННХ 
компонент и вариантом ( I )  МСО не являете.я по.nной,. 

Рассмотрим два квадратичных фуmщиоР.ала: 

( 
l � т т О.о<. = I;= �c<.i · Чкj = о<.. Х Х d.. 

QJ> = � { I;: j>i<Iiк} 2= jJ Т Х rX j'J 

(7) 

(8)  
. 2 

Нетрудно доказать , что максимум Q.. ot при ус.Ловии �t= I . . 2. 
и максимум: при условии r:: f> к = I достигаются на решении о(., , 
ft уравнений (5) . (В методе главншс компонент функционал Q.. fl 

характеризует разнос на6т:щений вдоль главной -оси БЬiборочяого 
эЛJDШсоцца) . 

Система ( I )  применялась ДJШ о6работки геологичесitИХ даюшх 
[ I9 ] . !Шrо обнаружено , что в ряде случаев весовые коЭФРициентн , 

полученные как решение (5 ) , задают на :множестве объектов порядок , 
допускающий содержательную интерпретацию. В частности , веса ое. i. 
имели значимую корреляцию с размером запасов по.пезннх - ископае -
мю:. 

Уравнения ( I ) , (5)  симметричны относительно о<. , f' - т . е .  
относительно объектов и признаков. Эта симметрия при центрирова
нии теряется , ибо нуль-пункт - определяется усреднением TOJIЪRO по 
объектам и то.Jiько по признакам. Попытка синтезировать вариант 
систеыы ( I )  с двумя типами усреднений (по строкам и столсЩЮл од
новременно) привела к системе , не имепцей нетрив:иалънкх решений. 

"Согласованность" весощпс векторов О(. и f> , обусловленная 
уравнениями ( I ) , являете.я: �жденяой , �бо система (5)  распадает
ся на две подсистемы : Х Х о<.  = 1°' и Х Х р = :il f>: ;  таким образам, 
весовые векторы о<. и р можно искать независимо .цwr от дру:rа. 

Бо.лее сильная связь мещцу весовыми векторами может 6нть уста
новлена , если вместо ( 7 ) , (8 )  взять два других ФУющиояаJiа : 

ре(. .г r  2. т ;/. т 
L Рк L CX::i т1к}= о(. Х В Х с( 

1< 

1! { }.i т r 2 
С CXi Сркiiк = Р Х А Х 

t 
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А = 1 · сх. .!. ,  О 1 \ f'.>1 о 1 В = О .... ..... 'f>n (П )  О ' ot m 
2 2 

Нормирова.юше век'l'оры о1.. и р ( L с ч  = I L.р к = I ) , 

обращапцие Р сх. и Р f> в :максимум, удовлетворяют системе : 

( I2 )  

Уравнения ( I2) задают новый принцип согласования весов ( в 2 2 данном с.пучае весами являются 1величшш о<. i , f'к ) . В отличие от 
(5)  при отыскании экстре:малъннх направлений учитыВаются веса 
объектов (в пространстве признаков) и веса признаков (в прост
ранстве объектов) .  В нецентрирова.mrоы варианте сохраняется сим
метрия "объект-признак" .  Поскмъ!о/ такая симме.трия дово.пъно ред
ко имеет физическое обоснование , этот прmщип можно при:менитъ 
тoJIЬRo для весьма узкого класса задач. Но , во всяком случае , ин

тересно проверитъ эqфективностъ такой методики для тех же ситуа
ций ,  где бwr э<fфэктивен подход с испо.пъзованием уравнений ( I ) ,  
( 5 ) .  

Перейдем от исходной табJIИЦЫ Х к центрированной таблице 
U : ее элементы u. i к е u сутъ отклонения от среднего по объек

там (стмбцам) : 
( IЗ) 

Вместо ( IO) будем иметъ:  
т т :?, ·  Р = Р  U А Up . ( I4 )  2 

Условие максимума · Р по f; С L /> к = I )  : 
U TA 2U p  Л р . ( I5 )  

Вес Cl i  определим выражением: 

Такое согJJ81Dение о весах объектов приводит к растяжению выборки 
в направлении р , поскОJIЫtу предпочтение (бо.пъший вес ) отдается 
об�ктам, бмее уд8.леННШ4 от центра (в проекции на главную осъ) . 
Это позволяет выделить две крайние группы объектов. Уравнения 
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( If ' , ( Iб )  следует решать совместно , щшример методом ите�. 
Рассмотрим систему (2) при t' = -I , � = + , � = � 

- 1  I п z 
а. i = (1 ) ftк иliк � 

-1 I т . г . ( 17) 
/>к = -;:п l o<.. i �к т;;т 

такие уравнения возникают в за.цаче ·об ура.вн9веmиваиии матрицы 
даюшх , которая состоит в следупцем . ( [ 47 ] ) . 

Дана таб.лица�неотрицате.лышх чисел ( эксперимента.пьннх дан-
ню:) w = 11 W-iк 11 размера ( m х п ) • Строхи таблицы W 
домножаются на мноzители о<. i > О ( i = l ,  • • • , т ) , стОJI6цьI..,. 
на множители ,., к  > О ( = l ,  • • •  , п ) • ТВЮD4 о6рв.эом, осу-' . z щест�ется переход к преобразованной таблице . � = 11 �iк. n : 

2 2 � i к = d.i Шi;к ft1< 
Требуется на!ти такие вектоJН о<, = , ( ol.-1 , 

( I8) 

т р1 , • • •  , f> n ) · с ПОJiожительнш.ш компонентами , чтобн внпОJI-
нялись одновременно два. ус.Повия .но�вки (по стро:кам и по сто
лбцам} : 

l 

= I 

К = I ,  . . .  ' п ) ;  

i = I ,  . . •  , ·т ) 

Легко убедиться, что и� ( I8) , ( I9) , (2d) следует ( I7 ) . 

(19 )  

(20) 

В работе [ 47 ]  доказано , что эта задача имеет реmеиие , 
'если w не содержит нулеща элементов (достаточное условие ) .  
(Теорема: "Всякая прямоу'rОJIЪНая матрица · беэ цулевнх элементов 
уравновешиваема" ) .  Однако решение существует и щ мноrих мат
риц , содержащих цулевне элементн , что ·подтверJЩается примерами. 

Дня нахоцения о<.. , f> , о6ладапцих требуемыми свойства-
ми, в [ 47 ] предложен специальннй прием, котоrяй может пр:име
нят:Ься- также д.пя уравнен:Ий , внражающи:х С11ЯЗЬ ме� весоВJВШ коЭФj
фициентами. Вводится потенциал (или потенциальв.аа фуmщия) : 

'f ( о<. ) = J._ ) L (,,i L :�к UТltjiJ. (21) 
п Т j к • � Ul'sj 
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Градиент д'f ( ot ) поте�щиала '! ( о<, ) есть. вектор с 
компонентами: 

.2 11 u:r О; (  с<. ) = .!:.:... � i,,j ;г _L; ( i =I ,  . • •  , m ) (22 ) lJ • п j = "{ �о{,/( �i <Xi 
На искомом решении g i ( oL ) = О. 

Аналогично можно ввести :r:iотеJЩИал 'f' ( ft ) : 

с градиентом li ( .Р ) = v f < р  ) 

2 

(23) 

nк( р ) . ·= � .f!- wij 2.- __L ; ( к = I ,  • • • , п ) (24 )  
Т=1 L: ft s  ' WSj f'к 

Векторы О(. , р , удовле.творяющие ( I9 ) , (20) , суть стационар
ные TO'qIOI потенциа;rов ':f ( ос.  ) , у ( р ) соответственно. Мож
но показать , что в этих 'l'Оч:ках '! ( о<.. ) и 'f" ( р ) достигают 
минимума . Имеется · два подхода к минимизации 'f ( о<. ) :и.ли 'f (р ) : 
I. Решение уравнений ( I9 } , (20) с помощью итерационного метода; 
2.  НепосредствеRВI:lЙ поиск wшимума потенциальной функции мето

дом покоординатного спуска или :каким-Лl'f бо иннм градиентным 
методом. 

Второй подход 06.ладает достаточной общностью и может быть 
применен для нахо:аr.цения весовых коэфf>иц:иентов. Потенциальные 
функции во многих случаях, Представлякхцих практический интерес, 
моrут быть найдеШi элементарным интегрированием. В частности , 
.ЦJtя сисi'емы ( I )  они имеют вид: 

I m 2 2 I т т  
'f (<Х ) = т Г ( I  + Ulii )с ч - т С С иris a.i o<.s ; . w t=1 '= 1 . (25 ) 

' (26) 

..... т т 
где Wis ,  U/is - элементы ковариациоmшх :матр:иц Х Х ,Х Х . 
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Зт·.ечание . Система ( I )  не нуждается в специальной методике, пос
кмьку она сводится к спектральной задаче (5 ) ,  для решения кото
рой имеются типовые програмыы на ЭВМ. Но для других систем , выра
жав:щих связь меJЩу весовыми коэqфициентами, градиентный метод по
иска экстремума потешumо11ъной функции может оказаться предпочти
тео11ьнее, поскольку отпадает необходимость в разработке особой вы
числительной проце,цу}ш в каждом конкретном случае. 

В задаче о судейской коллегии можно принять (помимо (3) ) 
следующую систему связи между весовыми коэqфициентами : 

JL (:Ч = С P t<.  Х iк 
(27 )  

\) f'>к = ( LoGi Wi� ) - f  

ИJШ в матричном виде : 

( 28 )  

- -{ г 
Здесь 

_
орозначено : \J = \J ; w = llW-iк \1 ; коl.шонентн векто-

ра р суть обратные величины по отношению к соответствующим 
компонентам вектора _fJ • Из (28)  слудует: 

т - {  W X f:> = }LЦ . ( 29 )  
т 

Обозначив W X  = А ;  µv = А. , по.лучаем: 

А f> л - 1 
р . 

Потенциальная. функция  для этой системы имеет вид: 

(30) 

п п I п .г f! ( р ) = �= f � d.is}t}.r 2 �aii/Ji · - l  r::: ln pi ( ЗI )  

Если домножить каждое из уравнений ( 30 )  на Рк  , в левой части 
получим квадратичные формы относительно ftк • �ОJIНИВ приведе
ние их к каноническому виду (сумме квадратов) , ПОJJУЧИМ линейную 
алгебраическую систему относительно 13� , которую можно решать 
обычными методами. 
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§?. АШ'ОРИТМЫ И ПРОГРАММНЫЕ РF.А.ПИЗА.ЦИИ 
ПО МЕТОДУ СОГЛАСОВАННЫХ ОЦЕНОК 

I .  Вводm1е замечания 

qдесъ рассматриваются та.хие процедуJJЫ , которые отражают тот 
и.ли иной перечень целевых условий [ 35 ] , ·

в рамках метода согла
со:ваmшх оценок� ПредваритеJIЪНо строится вспомогательная та6.лица , 
по которой производится вычис�ение оценок строк и столбцов для 
исходной та0..1ИЦЬI. Упомянутая вспомогательная табл:ица называется 
та6JI:ицей целеВЬIХ особенностей и строится после предварительной 
нор.шро:вхи значений исходной таблицы , которая производится следу
щим образом. 

2. Нормировка исходной таблицы 

Пусть Дана первоначальная та6.пица Х (исходная) размерности 
m х п из элементов х ij , стоящих в пересечении i - й. стро

ки и j -го столбца , а также целевой признак У (исходRЫЙ) 
из m ЭJiементов у i 

Нор.шровха та6лицН Х сводится к построению таблицы U из 
элементов LL ij вида: 

Аналогично проводится нор.шровка значений целевого признака 
У , привоДя к построению признака � из элементов � i , рав ... 

у .  - mi.n { У  .с. }  t .... , 0(. "  т = m o.:r. { Уо1. } ..., m i rt  rv;г-1 ;; o<. ' m  .-/ � O(.,; ml ' '  

За.тем строится таблица целевых особенностей , как описано 
ниже . Рассмотрим построение таблицы целевых особенностей . 
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Пусть дана та6Jiица U и перечен� C/J (целевой) , в котором 
д.пя каждой строп U i  из та6.пицы ТJ ужазюэается 

� i -1 ) с какимИ из строк и; , ц 2. , • • •  ', и -. - 1 строва щдОJIЖ
на быть сходна, 2 !'; i � rn 

'l:J i� с какими из строк U..i+1 , U i + �  , • • •  , U. m  стро:ка 
Ui дOJDillia бнть ра� , I � i � т. - I • 

Та.6лица целе:вюс особенностей , о.бозначаемая л'IJ U , строится 
таким путе�. ДJШ :каJ1Щой пары строк ( ui , u.lt ) из та6.пицн U , 
такой , что I � -i � k t: т ; в табJIИDУ д ю· V в:ключаете:я .стро
:ка [ л ( i , k. ) ] , если U t  привадJlеzит � i z.  (если 1.ц_ · 
не принадлежит ilJii , то стро:ка л · ( i · ,  k ) не ВКJIЮЧается в 
таб.п:ицу д 1) u ) ; кроме того ' если и i прияад.Пепт С/:) k 1 ' · -то в 
та6лицу д'IJ V вк.mочается строка [ I - д ( i , k. ) J · (eCJIИ 
же и. i не принадлежит (j) k 1 , то стром. [ I - А ( i , k. )] не 
в:ключае тся в та6.п:ицу д � lJ )  ; нихакие · дрр'Ие �троки :ае JЩ.ЩОЧВ.ЮТСЯ 
в таблицу д � U • · . ' 

· · 
Стро:ка [ д ( i , k. ) ) составляется из ЭJiемея:сов . . 

л < i • k > а  = u. iJ - u.. ч 
а строка [ I - д ( i , . k )] - из э.пементов 

I - д ( i , k. ) 3  = I - LLij + U. k,j , 
" и. k. принад.пежит CjJ i� " означает , что L Ч  и и. t дОЛJСЯЫ 6нть 
раэличимн ; " U. i  принад.trежит q;; k. 1 " означает , что U. i  и и. �  
д� быть сходннми. 

Анмоги-сшо построению табJШЦН Л t;; U ст:роится и столбец л'IJ't • . 
далее опишем процедуру по.пуче:Ния оценок строк и столбцов. -

3. , Вычисление согласо:ваввнх оценок 

Пусть даны та6.пицв U , д.fJ u 
ТаОлицу [ �.ю 1J] , в которой строп из л 'l:> .  U расчо.поженн ПОД 

строками из U , обозвачша через Т , а соответствупций столбец 

[ :��] обозначим через С • 
Пусть Ь - число строк та6.пицн Т (с.тол6ца С ) , а С i -
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1 -я коrvпrонента столбца С �  i = I ,  2 ,  • . • , Ь 
Оценки строк - Ki и оценки столбцов - w i получаются , ис

ходя иs С и 'l' , с помощью сле.:�rvпщэго итерационного процесса • ..,,- (о) . - (О) . 11.. IIJa.r о .  Полагается л i  = I ,  Ш а  = I ,  t = I , 2 ,  . . . , u ; 
j == I ,2 , . . . , п . (k. +1) ( k.+1) Шаг k + I ,  R. ::::. О. Приближения .1( i , Ша· получаются (k) (/l.j 

из приб.лиже{ F [ :;•i �� [ :oij�::; 2} Yz ck+I) а = 1 
j(- = - k. t = I , 2 ,  . . . , o , 1. 

i: [р� ) ]  2 
j = 1 а 

(k) 2] 11i 
(1L i · ( I - l t ij - C i \ ) -] 

6 (k ) 
:С:: [:ri:i 1 2 
1 "'1  

J = I , 2 ,  . . . , n .  

В качестве оценок 1L i , Ыj принимаются предельнне значения 

р • с k.+1 ) Jt i  = L t m :f[i , k. - оо  
ОцеШtИ :К i , w i и представляют собой искоr.ше целевые сог

ласованвые оценки строк и столбцов таблицы Т . 

В ряде случаев оценки столбцов могут быть известнн и ну.жн_о 

получить только оценки строк. 

Ниже дается три варианта подсчета. 

4. Получение оценок строк при заданных 

оценках столбцов 

Пусть данн та6.лица х размерности rn х п ' с трока r 

r1 , rz , . . . , fп > и строка _ весов ша , � = 1 , 2 ,  . . .  , п 
Целесообразно провести подсчет таких вариантов весов строк, 

как набор весов Х вида 
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i 1 , 2 , . . .  , т 

набор OLi вида 

[ . п. 
ct i  = L: 

J= 1 
и набор весов }i вида 

i 1 , 2 , · . . . • т 

п. [ (xij - Xj miп ) · ( Xj - ;r.J miп ) + (Xjmai:X:ЧH.:I:jm.o:t.-XJ )«Jj 
Pi = � 2 g ( :l:j ma.x: - Xj rnirt. ) 

До сих пор рассматривались процедуры над таблицами , в кото
рых все элементы суть известные численные значения. Однако часто 
встречаются табЛИЦ!i , в которых некоторые значения неизвестНЪI , 
I!редставл.яют собой "прочерки" (-) . 

Ниже излагается а.лrоритм оценки неиэвестннх значений. 

5. Алгоритм восстановления прочерков 

Пусть дана таблица Т из М строк и N столбцов , имепцая 
в наличии е прочерков: 

( 11 , J 1 ) ,  � 12' , J1 2 ) , . . . , ( 1 е , Je, ) , где 1 t -
номер строки , а Jt - номер столбца , в которсм; стоит прочерк 
с номером t 1 � t � е • 

Алrоритм состоит из пяти частей последовательного при6.лиЖе-

шаг 1 )  Пусть '> = 1 ,  если t r J  - известное число , 
ния. 

{ 11 О , если t 1 1  - прочерк, 
где t11 - элемент 1- й строки таблицы Т , стоящий в :r - 1м 
столбце . Для по.лучения первого прибшхжения к оценке неизвест:ннх 
значений таблица Т обрабатывается по методу согласованных оце-
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нок с помощью сле,цушцего итерационно�о процесса. 
Задается начальное при6ли.жен:ие 'весов столбцов таблицы т :  

(о) T - ft s � I ,  s = I , 2 ,  " . , Н .  (q.) 
Веса строк о<.. z начального и последующих при6ли.жений нахо

дятся по . форАУле 

N (q. ) 
(q.) CX. z = z;; � 'Z k  . j> k. . t -г. �  

, -г = I , 2 , " .  ;М ,  q. '1>  о� ( I) 

Веса же столбцов По.пуча!У,l'СЯ так : 

•. 5 = I , 2 , " .  ,Н, 'J. ;:,.O; (2) 

ДJIЯ того , чтобы числителъ фо�л ( I ) , (2) бЬIJI определен , по
лагаем , что О "-" = О; это и естественно , ибо произведение 
нуJШ на .пюбое конечное число дает О. 

В качестве окончатеJIЪШiХ весов столбцов берутся такие ве-
са р С:) , что 

. 

1 ( t' )  
. 

('r- 1) 1  р 5 - f>� <- fз 5 = I , 2 ,  " . ,Н,  (3) 
где & - Порог точности по.пучения весов столбцов. . . . (1:-i) В качестве окончател:ыmх весов строк берутся веса о<. z 

� = I , 2 ,  " •. , М ,  где t' определяется, как указано вшпе , по 
весам р 5 (q.) 

Прочерк (на месте ( I t , J t ) в таблице Т замещаетоя на . t'-i) {t') t t о значение d.rt · fiJt ДJIЯ всех , I � ' 1:.  . :значения (!-f) ('С ) • 
O(.It • � Jt суть ·це:Рвые при6ли.жени.я к оценке неизвестных зна-
чений , а полученная из Т таб.пца обозначается через Tr • 

шаг 2)  Таблица Т алгебраnесп у.множается "сама на себя" , . ' . по фор.gуле U -= т1 · т1 , где· · Tr означает транспонирова-
ние табJIИЦЫ Tr • 
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Если f11 обозначает элемент I-И строки J' -го с толбца табли

цы Т 1 , то элемент ц. i к таблицы и равен : 

,I ,K = I , 2 ,  • • •  ,М . 

Для таб.л:ицы U находЯтся собствешmе числа А. 1  > Л. 2 > • . .  > Л -z  
и сооТ1iетствупцие им собственные векторы СХ:1 , а2, • • • , с;, �  . 

ПJаг 3) Таблица т1 преобразуется в т2 · :вычитанием из каж·· 
(1:- 4 )  (' r:)  

дого э.пе:мента tIJ таб.л:ицы т1 произведения весов O(.r • f>.- , 
по.пучешшх на шаге I�. � . 2. � � П1аr 4) П:уоть собственный вектор 0(.2. = ( С(,1 •°'2.• • • •  , О(.м ) , 
соответствующий собственному числу Л 2 , получешшй ва шаге 2 ) , 
предст�ет �о6ой начальное . приближение весов строк таблицы т2 , 
т . е .  o<.. -z. = oC. 'Z. , "2 = I , 2 ,  " .  ,М , а все последующие приближе-

ния весов столбцов и строк :вычисляются по формулам (I ) , (2 )  
При пороге точности ·g получим , н а  некотором шаге , как п о  фор -

муле (3 ) , заключительное приближение весов строк и весов столб-. (2)  (2) (:1.) <;'- (2) 
!!:>В таб.л:ицы т?.. Обозначим через ( Т1 ' а2. ' . . .  ' rм ) ' ( 0 1  ' � (2) <!-fг.) а 2. , • • • , ом ) наборы эа.R.ЛЮчителышх приближений весов строк 

и с толбцов таб.л:ицы т2. С их помощью второе приближение к оцен

ке прочерков дается суммой : 

(tЧ) (t' ) (2.) .1' (2.) 
o<,r • fi J  + Tr .() :r  • 

Шаг 5)  Каждая последующая таблица Т q.+ 1 : Т 3 , Т 4 , . . • , Т 'Z. '· 
(q.) 

образуется :и:з предыдущей вьrчитанием из каждого элемента t r ;т 
предыдущей таб.л:ицы т 9- произведения ее весов 0{Р S' � q. J , q,. = 
2 ,3 ,  " . , · 'Z - I. 

В качес тве «ачалъного приближения весов строк табJIИЦЫ Tq..+I 
принимается сосХ:-t"вЕ;нuшй вектор � 't- +1 , а все последующие прибли

жения по.луча.юте� uo формулам ( I ) , (2 ) , с той оговоркой , что вме
Сq..н) (q,. +1) 

сто t 'Z-к , t i r.  берутся элементы t г.к , t i s  из таблицы Tq.+I 
Зак.п:ючите.пьное приближение , получаемое по формулам ( I ) , (2 ) , (3) 

(Cf-+1) (q..+1) < ;r 1 • r:i. . · · · • при некотором пороге lЬ , обозначается через 
�Ct•� ""Cq. "1) � Cq,.•1) <;1- (q.-+1) l м  . •  ( 0 1  , 0 2 , • • •  , o N ) . 
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ОкончатеJIЫ1ая оценка неизвестного значения ( I t , J t ) пред-
ставляется_ в виде ве.личинн � I t  :тt , равной 

. (t--1) ('С) � Cq-> д Cq..) Х I t 1t = o<,It . f> J t + �z,Ort . :Тt • 
Изложив алгоритмы, перейдем теперь к изложению программных 

реализа.щШ. 
. 

6. Программные реализации 

Комплекс программ по методу согласованных оценок состщ1т из 
программ MCOI - МСО5 , написа.нннх на языке ·О(. д.лЯ ЭВМ М-222. 
Программы MCOI - .МСО4 ·. предназначены для по.лучения число:Вшс оце
нок строк и столбцов таб.лиц описаний. Точность оценок -C ro-6 ) . 
Программа МСО5 предназначена для восстановления пропусков. 
ПI>ограммы: MCOI - МСОЗ внн:олшmтся одна за другой за один пуск. 
П:Рограмма МСО4 может выполняться отдельно , но после выполнения 
программ MCOI - МСОЗ. Программа МСО4 выполняется по мере необ -
ходШ4оС'l'и. В ходе работы в программах исполъЗуются устройства 
ввода. , печати , магнитный 6ара6ан. Распечатки текстов програим и 
блок-схема коМПJiекса МСО приведены в приложении. 

Программа MCOI 
''Нор,шровка'' 

Назначение : Программа MOOL предназна11ена для HOJ:IDIPOW исходно
го массива и записи нор.шрованного массива 1J на · магнитннй. бара
бан. 
Вхощще данные :  

I .  М .;.. число строк Х ;  
2. .н - число ст0л6цов х ;  
3. Х. - исходннй массив . 

На печать выводится : 
I .  значения параметров м, н; 
2. значения элементов массива Х.  
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Црограмма МСО2 . 
"Построение масс.R]Щ целевых особенностей" 

назначение : Програыма МСО2 предназначена д.пя построения :массива 
целевых сравнений и слияния построенного массива с нор.шро:ваиввм 
массивом u . По.лученнвй массив Т внводится на МБ. 
Вхо,цнце даюmе : 

I. М - число строк u ;  
2.  N - число столбцов U 
З. А - массив целевых требований; 
4. u - нор.шрованннй массив. 

на печать выводится: 
I. Значения параметров М,Н; 
2 .  К - число сходс1в и различий массива u · 
З. Значения ЗJiементов массива А . 

ПрОГр&'д! мсоз 
"Внчисление согласова.нннх оценок" 

назначение : Программа МСОЗ предназначена д.пя вычисления согласо
:ва.нн:ы:х оценок строк и столбцов массива целевых особенностей. 
Вхо,цнце данные :  

I. В - число строк Т (В := М + К) ; 
2.  N - число столбцов Т ;  

З. Т - :массив целевых особенностей • 
на печать выводится: 

I .  Значения параметро:в В ,Н ; 
2 .  Gценки строк . ;  i. 1 = I ,  • . .  , В ;  
З. Оценки столбцов w·l , � = I ,  , N .  

Программа МС04 
"Распознавание" 

назначение: ПроГ])ЭММа МСО4 предназначена д.пя вычисления оценок 
строк по задаюшм опенкам столбцов. 
Входные данные : 

I. MI - число строк У 
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2.  N - число столбцов У ; 
3. , w - массив весов размерности N; 
4. i - типичная строка (массив размерности N) . 

на печать :внво,цится: 
I . Значения оценок строк 1J1 i ; · 
2.  ЗнаЧения оценок строк CX.i ; 
3. Значения оценок стрсж . р i ... (где i I ,  • • • , MI ) .  

Инструхция к пользованию 

I. Подготовка даюшх. 
Параметры , входные массивы перРорируmся на КУ-I. КаJ1щый 

параметр перl)орируется на отделъиой перРокарте .  Массивв: перРори
руются пос тро'Ч!IО. 
2.  Порццок составления пакета : 

Паспорт MCOI , 
Рабочая программа MCOI 
Параметры M,N 
Массив Х 
Паспорт МСО2 
Рабочая программа МСО2 
Параметры М,:Ы 
Массив Д 
Паспорт МСО3 
Рабочая пpo!'paNlifa МСО3 
Параметра Б ,:Ы 
Паспорт МСО4 
Рабочая: программа МСО4 
Параметры MI и М 
Массив У 
Мае.сп w 
Массив r. 

Ограничения: Величина (М+К)х(N+2 )+2},[ � 3385, 
,цля М = N = К имеем М = 40 
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Программа МСО5 
"Восстановление прочерков" 

назначение : Программа МСО5 предназначена для вычисления значе
ний "пустых" элем�нтов массива и вндачи их .на печать. 

Вхо,щще данные : 
I .  М2 - число строк ; 
2 .  М2 - число столбцов ; 
З. L - число прочерков ; 
4 .  :z - массив с прочеисами ; 
5 .  ПР - ма.ссив прочерков размерности L х 2 • 

На печать выводите.я: 
I .  значение параметро:в М2, Н2 ,  L 
2 .  Значение элементов массива 2 
3. На :каJЦуЮ итерацию вывод.яте.я : 

а) веса строк и. столбцов , 
б )  значения прочерков и их индексы (число итераций) 

JU- = mi.n (М2 , N2 ) .  

Инструкция к пользованию 

I .  Подготовка данных. 
Параметры , массивы � , ПР пеµI>орируютс.я на КУ-I. Массив 

перt�орируетс.я построчно. Вместо прочерков пеµI>орируютс.я нули. 
Структура записи массива ПР имеет вид: 

номер строки прочерка } в массиве � 
номер столбца прочерка 

Массив прочерков определ.яет · положение прочерков в массиве � • 
Порядок составления пакета. 
Паспорт МСО5 
Рабочая программа 
Параметры М2;  N2 ,  L 
массив � 
массив ПР .  

После каждого параметра, после массива 1:': , после каждой записи 
массива · ПР должна сто.ять п/к "Блокировка кz= "  
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Ограничения: по программе можно о6ра6атнвать массивы , для 
которых mшо.лнлется неравенство 

м2 + МN + М + Н � IЗОО 

если М = N , то М � 25 

Время решения порядка IO минут . 

ИJIИ '  

В программе использована процедура ГАСОВ , реа.лизов8.н
ная на вц иrиr. 

Для образного представления ра6отн изложенного комплекса 
программ можно воспользоваться схемой , представленной на рис . IО. 
В центре рисунка располагается наименование программ комдлекса , 
слева от него - исходные данные , а справа - характер получа
емых результатов. 



§8 НЕКОТОНШ СВЯ:ЗИ МСО С ДРУll1МИ 
МЕТОдАМИ 

Для установления и осмысливания природы связи МСО с други
ми родственшn.ш ему методами' отметим , что математической. точкой 
роста данного метода .являются возможности ,содержащиеся в проце
дурах сингулярного разложения. ПодчеJJЮ!ем - МСО это прямо выте
кающий подход из теоремы о сингулярном разложении Экарта-Янга 
[50,21 J, статистическая модификация которой осуществлена в тео
реме Рао-Дарроча �2 , 48 J .  Обнаруженнне координаты МСО в окрест
ности других методов JIШiейно-статистического профиля , позволя
ют более точно выйти на взаимосвязи с другими подходами не толь
ко в плане процедурного сходства , но и в плане подобия идеоло
гий. Важно иметь также ввиду , что , наскОJIЪRо нам известно , не
центрированный метод г.ла:вншс коJ.Шонент для обработки данных не 
применялся , а если и применялся,  то эпизодически и крайне ред
ко . В этом отношении МСО является, в своей основной нецентри -
ро:ванной процедуре , существенннм дополнением. 

I .  Общие соображения 

Напом�mм, что оценки строк и столбцов в таблицах даюшх 
производятся "качаниями" . Качания эти таковы: , что последующие 
приближеНЕЯ к оценкам строк получаются предыдущими при6лижения
ми оценок столбцов , а последукЩие приближения к оценкам столб
цов вюi:влтотся предыдущими приближениями . оценок строк. Условием 
конечности числа качаний является прием согласования весов ст� 
рок и весов столбцов ме�щу собой. Это согласование :внра.жается 
тем, что результат множества последова.те.лъных единообразных: пе
ресчетов оценок сто�бцов. может дать предельную оцеНР:У строк та
блицы за один такой 11ересчет , при условии. что оценхи столбцов 
также П})еделыw:. Это справедливо и обратно , по преде.льной оцен
ке строк в один пересчет получаются предеJ!ЬШiе оценхи столбцов. 
Поскольку пределъ:ные оценки строк привимаются в качестве весов 
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строк , а предеJIЬнне оценки сто.лбцов - в качестве весов столб -
цов , то мы и приходим к выводу , что веса строк и .столбцов таб
JIИЦЬI суть согласо:вашше оценки. -При :решении рада задач по мето
ду согласоваюшх оценок о:казалось ,  что веса строк хорошо корре
лируют со значениями целевого признака. Таким образом выясняет
ся, что исходннй материал, в неявном вцце , � подготовлен для 
такой корреляции , причем веса строк, подсчитаюше по методу со
гласо:вашшх оценок , как б:ы проявлmот уже заложенную в материа
ле к_орре.ляцию, а другими словами - соответствие значениям це
левого признака весов строк. 

Эти соображения позвоJIЯЮТ объяснить ЭФРективность метода 
согласованвнх оценок в решении задач целевой классифИхэ.циц объ
ектов и наметить пути поиска связей с друrими сходшn.ш - методами. 
Другое свойство метода - быстрота сходимости оценок строк и 
столбцов R преде.1IЬНЬIМ - позволяет решать , в приемлемое время , 
.задачи с бОJIЬIПИМ ко.личеством строк и столбцов. Указашше свой
ства метода согласова:яннх оценок привели к. проявлению близких 
по форме алгоритмов типа "hикл" , разработа:я:янх А . А . БиmаеВШ4 
который cдeJJaJI следупцие два дополнения к имевшимся построени
r.:м ,  описа:я:яsм в предыдущем разделе • В работе [ 5 - ] " предложено _ 
проводить нор.шрупцее преобразование исходных таблиц на основе 
в:ычис.ления расстояний прежде , чем производить оценку их строк 
к столбцов. Это преобразование проводится с учетом разных ти
пов m:ка.п призва.Jtов и пропусков зIЩ.чений. Кроме того , для воз -
мо:�но пОJIВого соответствия оценок строк значениям целевого при
знаха по некоторому критерию :качества предложено таюrе ввести 
значения це�евого признака явным образом в nрОцедуру :внчисления 
оценок строк. Назовем первое предложение А.А. Бишаева правилом 
нор.mрующего преобразования исходного материала, а второе - ите
ративннм правилом подсчета оценок строк и столбцов с В1UII0Чением 
целевого _ признака в явной фolfile . 

2 .  Фор�а.лизо:вДнное :выражение приемов 
обработки таблиц 

Дадим краткое обсуждение этих правил. Пусть Т - исходная 
таблищ;,, 2 - ее цеJiевой признак , :z: 1 ,  х. 2 , • • • , з:. ,,_ - ее столб-
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цы ,  а !!> 1  , 5 2.  , • • • , S m.  - ее строки; пусть Шр w<. , • • •  , Шп 
....: веса столбцов тао.ли:цъt Т , а :tr1 , n2 , . • • • , :tCrn - веса строк. 

Тогда первое правило - прием согласования - можно записать 
следупц:им о.оразом: 

Веса w 1 , Wf!. , • • • , w п. , 1С"1 , %2. , • • • , :1С" m. так соответ
ствуют исходной таблице Т , что пара наборов ( w , :ri: ) вцца 

« w1 , uJ2. ,  " .  , Шп ) ,  ( :1G1 , JCi ,  " ·. , u  ..... ) )  
получается один из другого однократным применением паrн вектор
фушщи:й ( ':! , у; ) так , что 

w = у ( т ' п  ) ' � = 'f ( т ' и)  ) • ( ! )  
Второе правило - прием нор.шрующеrо преобразования та6.ли:цъt

можно · Сфо!J<1Улировать так: 
Прежде , чем считать веса Ш , :1С для столбцов ::с i и строк S i 

табJIИЦЫ Т , таблица Т преобразуется с помощью вектор-функциИ 
.Р к .виду ТJ . :  

и = р ( т ) .  ( 2 )  

Третье правило - БКJIЮЧения в подсчет оце�ок· значений целе
вого признака , в явной фо�;ме . может сыть записано так : 

Дпя .лучmеrо соответствия весов строк значениям целевого 
признака при ·подсчете употребляются · такие вектор-функции о(, , ;з , 
что 

ш = о(. ( 2: ' т ' J( ) '  .JC = р ( ;'ё- . ' т • и) ) • (3)  

Правила , соответст�е выра.Жениям (2 ) ,  (3 ) , содержатель
но 6нли сqjорл:улиро:ванв в [ 6 ] , а конкретннй вцц фушщи:й р , D(. , 
р был реализован в программах метода "Цикл" [ 7 ] , а впослед
ствии в программе "Каскад - П" [ 3 ] • 

Уместно также сфорл:улировать правило для образования таб
лицы целе:внх особенностей исходной таОлицы Т 

. JLnя  подсчета весов (..о) , :1С столбцов и строк таблицы Т об
разуется таблица U с помощью вектор-функции б : 

Uc = б ( I0 , T ) , (4 )  

где ·q;; - перечень целевых условий к строкам таблицы Т , кото
рый определяется в работе по подсчету тупиковых CJ:J - тестов [ З5]. 

Вышеописанные четыре правила игра.ют 6ольmую роль при по -
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с .роении о6о6щений .на основе МСО , но � построения: самих 0606-
щений целесоо6раiзно напоJ.111НИ1rь харахтеристиху метода процедурно. 

Метод согласо:ваяннх оценок :вх.пюча.ет 2 вцца процедур обра -
6отки .таблиц - нецентрированная качеJIЬНая прЬцедура (НКП) и цен
трированная качеJIЬНая процедура (ЦКП) . Причем . в Jm1R8.X нецен -
трированной кач�JIЬНой процедуры производится оценка внраженно -
сти признаков на объектах, что могло 6н соответствовать стати -
стически оценке математического оццания этой внражеННости. В 
пределах же ЦКП :внчИс.пяются оценки отк.понений :выраженности приз
наков на объектах от средних веJIИЧИН, что соответствует в ста..; 
тистике оценке ·дисперсии. 

А.п:горитм НКII метода согласовашшх оценок [ 9 ] мало отJIИ -
чается от а.лгорИтма ЦКП[ 28 ] и поэтому целесообразно сначала из
ложить

. 
ма.темат�ескую модель , которая о6обща�т о6а эти алгорит

ма, а также :вх.пюча.ет, в вцце частmп с.луча.ев , извествне а.пгорит
мн . "Цикл - I" , "Цикл - 2" [ 6 J и "каскад - П" [ з J ,  в котоJЮС 
производится оценха соответствия меJЩу характеристической про -
яв.пенностью строк и их целевой ценностью; затем, � в рамках 
модеJIИ, легко указать место каJЩого алгоритма. 

З. Математичес:кая мод!ЭJIЬ 

Имеется табJIИЦа: Т из элементов t ij , стоящих в пересече
нии строк S i  со столбцами З:. i  , отраащющи:х естественную прояв -
ленноеть признака , о6означенноrо ·через :r. j на объекте , о6озна -
ченв'ом символом 5 i � ч;исло строк в таСSJiице Т ре.вво m , а 
число с то.п6цов - n. 

Имеется столбец .iC из т числовкх э.пемент_ов . :ёi , · ОТJ8.IВЮ -
щих целевую ,ценность щ•рок о i ' • i = !�2 . . . . ' : rn • Э.ПемеВ:тв . 

t iJ та6.пицВ Т и э.пемеnтн z i ст0.п6ца � моriт принадJiежать 
раз.пичнвм Числовым множествам, например, О � t ij <. со  , О �  
� :i'! i  � оо .  ИJIИ t ч е { o , r } , � ie{o, r } -. и.пи tчe{o ,r ,2." 

� · · • k - I } , 2 i. e {O , I ,2 ,  • • •  , k - I ] , k > O  и. т.п. 
06разуЮ'i'СЯ разности t ij - t i 1 J , �i- � i 1  , i ',.'i1 = 1, 

2 , • • •  , т ; j = I ,2 , • • •  , п , причем, ее.пи паре ( i , i1 ) 
соответствует номер \) , при o6paso� ре.звостеl: , то о6озва-

-чается д t �j = t i1j , д >3 )1 = z i - 2i 1 • . . 
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Если М - число различных пар ( i , i 1 ) , для которых берутся 
разности , то элементн д t v j образуют ·таблицу д Т размерности 
М х п , а элементы л z .у - столбец д z из М компонент. 

Укажем на содержательный смысл значений t ij , 2 i и раз -
ностей t ij - t i1j , � i - � i 1  

Элемент t iJ отражает собой независимую проявленность приз
нака х ;j на объекте 5 i , не . зависящую от его проя:влешюсти на 
других объектах. 

Разность t i.j - t i1j отражает собой зависимую проя:вленность 
признака з.: j на объекте 5i , зависящую от его проявленности на 
объекте 5 i 1 • 

Аналогично величина � i отражает собой независш.юе значе -
ние целевой ценности строки 5 i , а величина �i - � i1 - зависи -
мое значение целевой ценности строки , зависящее от ценности ст
роки 5 i 1 •  

Продолжим изложение процедурной части. 
Строится таблица F из строк таблиц Т , д Т путем поме

щения всех строк та6ЛИЦЪI д Т под вcewi: строками табЛИЦЪI Т , т. 
е . F = [л i J . 

Образуется таблица U путем удаления из F некоторых строк 
и модифшtации других. 

Вычисляются оценки строк 1С i и столбцов w j для та6ЛИЦЪI U . 
Вычисление корректируется величиной J . соответствия: между оцен
ка.ми строк табЛИЦЪI U и отвечак.щими ш.1 значениями элементов па
ры ( � .  д 2  ) . 

В зависимости от способов получения набора 1L оценок строк 
и набора w - оценок столбцов , а также в зависимости от способа 
выбора табЛИЦЪI U и характера соответствия ::J могут применять
ся разЛИЧНЬiе конкретные вычислительные процедуры. Поэтому чет -
верка ( U , .:1С , w , :J ) определяет вид таких про -
цедур. Введем следующее определение . 

Оiiределение I .  :Моделью обработки по методу согласова.нншс 
оценок называется четверка ( U , :1С , w , ;J ) • 

Целесообразно рассмотреть конкретные проявления изложенной 
модели с указанием , каковы их составляющие элементы , что выби
рается в качестве U , J[ , w ,  :J , в каJIЩОМ конкретном случае . 
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4 • .  Нецентрированная качельная 
процедура 

В рамках изложенной модеJШ основная нецентрированная ка
чельная процедура [ 33 ] метода согласованных оценок характеризу
ется тем, что : 

I )  в качестве таблицы U берется сама таблица Т т . е . 
имеет место равенство u = Т ; 

2 )  в качестве оценок строк .s i. таб.тm;ы Т берутся предель-. ( k + 1) нне значения последовательностей rii вида: 

/1. (k) L t ij · WJ 
.1C�k+1� _j_"_1 __ -__ _ 1- i =I , 2 ,  . . .  , m  (о) WJ =I ,  j =I ,2 , " .  ,п ;  

3) в качестве оценок 
значения пределов 
емых по формулам: 

столбцов ха таблицы Т употребляются ( li + 1 )  
последовательностей U)j · , по.луча -

( k.) t " 1[; .· tJ • 

i:::: i::, t i �: п/ k > .f3= 1 t= 1 г • 

(О) 
j =I ,2 , . " , 11  .• 1!:"i =I , i =I , 2 ,  • • •  , т ; 

сде�ем к 2 ) , 3) следующее важное добавление : значения 
w i > · , при k � I , требующиеся в 2 )  для вычисления 
!С р�·� ВЪlчислЯются в 3) , а значения :!С �k) для 3) , при 
k � I , вычисляются в 2 )  ; . с lu 1) 

4) в качестве меры соответствия оценок :tC i значениям 'i!. i 
целевого признака упот�бляется величина 

(kн) { _,.. � +v 
./. .<k.) J 

:J . . ;n � зi -i. = 1 '::i, � ';п 1ff1 • � i (kн) • 
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( lt. t-1) 06ратим внимание на то , Ч'l'О в данном c.ny-qae оцеюtа з . . ( �+Q соответствия м� значениями -JC i  и � i я:в.пяется выроJЩен-
ной , так ив.к 'J< +0явно от 2 не зависит .• Тем яе менее , :кахим-то 
неs:вяш.i 06ра.эо:.1 J (lt+1Jэависит и от . :с , и6о окоячатеJIЫШе пре -
делъвне оцеяхи -Л:i , ка.R показаио в[9, IО] , в ряде с.цучаев ,  СИJIЬ

но хорре.п:ирум со ЗRаЧЕЩИ.ЯМИ z. .;, . 

5. Це:li:триро:ва.яная каче.льная 
процедура 

В :рамка& моде.ли центрированная качельная процедура, ИSJIО
аеявая ·ВlllDВ� {§2 )  и в [ 24 ] , характеризуется следующими э.nеме:н
тmш: 

I) в Качестве --Та6лицы 1J употре6ляется сама та6лица Т , 
1J =_Т ; 

2) в :качестве оценок строк 5 i  та6.пицн Т Принимаются пре-
с*.н) · 

деJIЬВНе значения пос.педователъвостей 1С i такого вида: 

(�+1) (�1 [w�k� < t ч - ti� > )2 i:L/z . 
. 1'i = , 1.=I., 2 ,  • • •  , . m , 

м � (k) , - q. ] � � [ w J ( tot.j - t�j ) 
- о  

где q. i=[o, I } , ti.;i= � - � (о) а - 1  
Ша = I ,  · а = I , . . . , п. ; 

3) в качестве оценок столбцов :r.3 та6JIШJ;Ы Т с.лужат пре -(flн) д�JIЪНЪiе значения последовате.пьностей Ша , образо -
вашшх по формуле 
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i. = I ,  2 ,  . • .  · , т. ; при q, = I по.лучаетс.я один вариант 
ЦКП, а при q.; = О - другой ; 2 ) , 3) согласованы , -rак I<aR 
значения ш/k)дlШ 2 )  при k � I по.лучаrо,тс.я из 3) , а 
значения :/Ci r�дlШ 3) при k � I - из 2 ) ; (#:41) 

4) в Rа.честве меры соответствия оценок :!Ci значениям :Ci 
целевого признаRа � применяете.я величина 

J (kH� mi ГL { .п?и�/k.) ' 1Ci(/k) JC . c kн)1 
-1 !: i � m  / JI '1 ] 

6. Процедуры метода "целевой итерацион
ной к.лассифИRа.ЦИИ" (Цикл - I )  

В рамках метода целевой итерационной :классификации [ 7 ]про
цедура "Цикл - I" характеризуете.я следУющими составляющими: 

I )  в Rа.Честве табЛИЦЬI U употребляете.я таблица д Т , т .  е .  
U = д Т  ; 

2 )  за оценки строк 6-v таблицы д Т принимаются пределъ -:f[ < k.+ 1) нне значеюш последовательностей L '1 

(k+1) n. � (k.н) 2. :!С "  = � д t "J · w д , 'У = I ,  2 ,  • • • , М = С т  , 
а_: 1 

где д t "; ( л t))j- mi.п{лt"j}) / (m'?;:x:{дt11j}- min[лt11j } ) ,  (О) О · � (О} · ' n. (О) а w3 такоВЬI , что О �  w J � I ,  причем � wJ = r 
3) в Rа.честве оценqк <;:толбцов л х �  табЛИЦЬI .::.. Т берутся 

предеЛЪНЬiе значения последовательностей wa (�+4) ( k.) (k+1) (f<) А. . J Ша = wa __ _._..__ 
п. (А.) (А.) L;::: А ; · w; 

а = 1 о о 

8I 

j = I , 2 ,  . . • , n.. , 



д2 � mQ.:X.: [д .l)1 J- rnin. { Л :t v  J у у (ll.+ 1 )  
4 )  в ю::.честве мерв соответствия оценок -1С -у значениям 

д 2 '1  целевого признака приншлается величина 

:J (k.,.1� ____ 2 __ t_� ----
м (k+I) - ( k. H) ' 

L: ( ед -у + (jJ '/  ) у : 1  
(� +<) � (k+1).. - (А"1) � 

где CJ:J v  = ma:i:. ( I , дZ-;/1C'9 -; , Ф v  = max( I , ( I- Л .2-v )/ 
j (I- '1[/�нJ) ) .  

(�·  1) 
Очевидно , что в данном с.лучае оценка J соответствия (fш) 

ме]!Щу значениями :й:-у и л х  v - невырожденная , т . к .  явно зависит 
от JC (k•-1,)и от л ;; . 

7. Процедура метода целевого классифи
цирования объектов (Каскад -П) 

В pro.max метода целевого классифицирования объектов 
процедуры "Каскад -П" характеризуются следующими особенностями: 

I) в качестве таблицы ТJ употребляется таблица Т , ТJ = .Т ; 
2 ) за оценки строк 5 i  таблицы Т принимаются предел:ыше · • (ir� 

значения последовательностеи :rCi , равных 
(�+1) п. " ( fl. + 1) 

:fC · = L: t · · · Ш a 1. ;j-= 1 1.J  

t · · - 1 
где л [ t'i . ' при 

•г - r ,  при 

i = I , 2 ,  . . . , ггt. 

t ч  - min [ tij } 
причем tii = ----�.,--�---.--,,.-о m.;ix [ ti.j } - m}nftij} 

3) в качестве оценок столбцов х j таблицы Т берутся пре -
дельные значения последовательностей w j ( k "  1) 
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(k. + 1) 
и.) .  = d Гl (� ) ' ' (А.) L: Л 1 ·  ...._,j j = 1 о 

( t<н) 
4) в качестве меры соответствия оценок :IC,i значениям ;;с i 

целевого признака применяете.я величина 

� kн) { � . (fo-!) } 
J '  = I - m_a:r: / ::t 1. - :Лi 1 ,  1� t � /71  � ) которая .явно зависит как от .:1i: ( ",, так и от � , а сле-

довательно представляет собой невырощценную оценку соотс k+1) 
ветствия меJIЩу значениями 1Li и � i  . 

Рассмотренные выше 4 . варианта процедур имеют программное 
обеспечение и представляют собой идеологическое и процедурное 
развитие метода согласованных оценок. Тот фз.кт , что эти проце
дуры описываются в рамках одной и той же модели , показывает ее 
широту. Возникает вопрос и о том ,исчерпывают ли рассмотренные 
4 процедуры все возможности моде.ли. · Отметим , что w�акси:малЪRНе 
изменения в рассмотренных ва�Иантах метода претерпева.JШ элемен

. тu h ,  w ,:J модели ,а в качестве та6.пицы ТJ :выступа.ли только т и АТ, 
Можно , со:Гласно 111одели , в качестве U взять и друrие модифика -
ции таблиц Т , д Т . Поэтому разработка модификаций вида , таб
JШЦЬI U представляет дальнейший интерес . 

F.стествеюrо , что в . выборе табJШЦЬI U существенную роль 
дOJDEIШ играть , в сочетании , обе характеристики строк : как их 
въrраж.еяность , характеризуемая таблицей Т. , так � их взаимоот
ношение, описываемое таблицей д Т • 

Далее ,  в св.язи с тем, что в задачах фигури:руют целевой при
знак ;с и его производное л :l , то желательно согласовывать вы
раженность табJПЩЬI Т со значениями � , а взаимоотношение · по 

д Т - со значениями д z • Кроме того , .желательно также табли-
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пу U составлять в соответствии с целью , что можно 6ыло 6ы наз
вать четвертым правИJiом - целевого препарирования таблицы: исход
ных данных перед оце:Нкой ее с трок и столбцов. Изложим теперь 
один способ построения таблицы 1J • опирающийся на возможности 
тестового подхода [ 46 , Iб ]  • 

8. Целевой способ выбора таблицы U с 

Произведем нормировку значений таблиц Т , д Т вида: . . 
t . . - m. irt { toLJ. }  . ч О(. 

* * 
Полученные таблицы значений t Ч и д t \) j обозначим Т 1t" и 
* 

л Т  и назовем последнюю таблицей различий. 
Такой же нормировкой . преобразуются целевой признак :с и 

производный от него - л :с. в столбцы � * и д >!; * по формулам: 

� i - m i п. [ :Со<. J О(. 

Образуем таблицы из элемеr.тов 
- *  * - ·* * 
t ч = r - t ч д t�j = r - л t vj 

- *  - #<;-
которые обозначим Т и д Т 
таблицей сходств. 

, причем последнюю назовем 

из· строк таблиц Т * , Т * , д Т * , д Т ,.. составим таблицу 
Uc , сравнивая коl\mоненты столбцов z * и л :с ,.. со значением о. 5 ,  

по следующим ше�ти правилам: 
! ) если :с i неизвестно , то в таблицу U с! не помещаются ни 

i - я строка из Т * , ни i - я строка из Т * ; * 
2)  если неизвестно л 2 �  , то в таблицу Uc не заносятся 

ни � - я строка табJIШ.@ д Т * ,  ни -У - я строка таб -
ЛИЦ1l д f * ;  

3) если � i 9 0 , 5 ,  то в U с записывается i - я строка 
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та6.mщн т * ;  
4) если с · � 0 , 5  ' то в Uc заносится 

i - я строка таб-

- lt  ЛИЦ1l т ; 
5 )  

* 
если д � )1 3' 0 ,5 , то в U c вКJIЮЧа

ется \) - я строка из 

д Tlf· 

6) 
, 

"' Uc если л 2  >J f: 0 , 5  , то в помещается 'J - я строка таб-

ЛИЦ1l д т ,.. . 
Иэложеюшй способ построения таблицн Uc близок по ццее спо

с обу построения целевого перечн.я ЧJ [ 35 1. И там и здес ь  акцен

тируются сходства � различия между объектами . Но

' 

зд

е

сь еще и 

акцентируются проя:Б.ленность и невыраженность объектов. Кроме то

го , эдесь и сходства , и различия , и проявленност ь ,  и невыражен

ность функционируют вместе и их желательно согласовывать . 

такое согласование и производится тем, что строки таблиц 

Т * , f * , 
д Т :1t , д Т 1t ВКJIIОЧаIОТСЯ на равных В Одну И ту же таб -

.тщу U и подвержены одним и тем же · оценочннм процедурам поис-

ка веЛИЧШi :ГС , w . 
Не останавливаясь более на целевом способе вн�ора U , раз

берем модификации элементов 1С , ш [ 29 ] , построенные на nпо

ощрении" и "наказании" · тех или иных столбцов и строк таблицн , 

обладапцих нужными качествами. 

9. Способы поощрения весовых коlЭфРициентов 

в методе согласованных оценок 

Заметим , что обычно. таблица Т представляет собой либо 

сводку эксперименталЪНЬ1Х ·.l(анных, либо - экспертных оценок (в 

последнем с.пучае "признак" есть мнение эксперта) .  

"Поощрению

" wш "наказанию" могут подлежать либо проявлен

ность, либо не:выраженность самих объектов wm признаков , либо 

их отмонение 

о

т среднего значения объекта или - среднего значе -

ния признака, либо другие характеристики объектов и признаков. 

Причем веса строк и стОлбцов должны быть согласованными меЗJЩУ 

собой. 

В силу последнего предложения , нам будет достаточно напи

сать формулы для выражения самих весов друr через друrа, т . к  

форму.лЫ для. по.лучения последующих пр
J
iближений через предццущи&, 

85 



получаются .из :них очевидным образом : левой части равенств п:ри
писnается сверху индекс ( k + I )  , а правой части - индекс ( !. ) . 

В работе [ 29 ] п:ре)t118.Гаются следующие рццн форqЛ для по
ощрев:ия весов строк j(i и весов столбцов ш j 

( 11: ) 

( w )  

п. JU.·Яi = r::: Шj . t ij + h 
J=1 

JU.· 1Ci = (t ц)j . µJij) i- � 
fl- ·:rC.;, = ез:р .{ - 1" i: w · t · ·  + h J ,  о j " i  iJ ч 

( 1L1 ) 

( i,,)-1 )  

f rn 
.2 'L }  l 'l).u)i= e :t p l. . - Т ·  С ( .Яi .  Wij ) • ( c.U..; ) , и t-=- .f 

где Шt,j равно либо t iJ. - �- i: t ij , либо ti; - ,f- f= t ij . 
" -:. 4 ' � =1 о 

Там так.же п:реД.лагается, комбинируя форпу.лн С :tLi ) и С Ша ) , 
i , i = I , 2 , 3 , 4 ,  получать системы уравнений для согласован

ных весовнх векторов. 
Заметим , что ФОJ:Ъ!У.nы для нецентрированной и центрированной 

:качельной процедур могут быть получены , как частные случаи та-
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ких комбинаций , но уже формуJШ для щхще,цл "I..tmtп" и "Кас:кад-П
так ве выводятся. Для- выведения последи� необходимо в фор.�у.пв 
поощрения весов вводить значения целевого приэнаха. 

В работах ( 6,  3 ] для поощрения весов столбцов употреб:lяетс.. 
такая ФОJ.:11Ула: 

5 )  

С учетом фo}:lr1YJШ ( Ш 5 )  могут быть по.цrченu фQ}:lr1YJПi ,.. всех 
вшпеописанных проце,цл , ВКJП)ЧЗЯ "Цикл" 1! "Каскад - П" ; а та.км 
и другие формуJШ , еще не введенные в практику обрэ.бот:п табтщ. _ 
Они, однако,не исчерmiвают , на· наш вэгJЩЦ , всего разнообрэ.зия 
возмоЖШ:iХ проце,цл поощрения весов столбцов .и строк ,что .:яуJщает
ся в дополните.льном исследовании. (� 

::Щесь следует еще рэ.ссмотреть мерi соответствия оце.вОJt 'Jl:i 
значениям � i целевого пр.извака. 

IO. Меры соответствия оценок цеJIИ 

В вншеописанных методах в качестве . ме:�;в соответс�..а 7Пот� 
ре6JIЯ.Псь сJiеду-.ие 3 хаµштеристви : 

[ (�+f) 1Li (
k) } I)  m,i.n :f(.;, 

-f � t !:: rn. JC .  (k) '1Li (t+r) 
• 

2)  2М 
м (1<+1) - (/<+{) 

r:: ( <1J �  + ЧJ � ). v=1 

87 



Зпесь , �в
)
первом случае , мера отражает ЛИПIЬ близость оценок C kT rк+{ с 

:![ i , .!С i' к предельным , т .  е .  целью является: приближение ве-
личшш ;!(.�._) к предельной. 

В двух последних случаях меры отражают близость значений (k.) . . (11:) 1Ci к значеюmм z i , а целью являете.я приближение величин ;r,;i 
к значениям � i • . Ck) 

Мера 2)  отражает среднюю близость значений :fL" к значениям . • (k) 2 i , а мера 3)  - 6лизость "наихудшего" из ·значений К;, к 'l: i  • 
�kfepe 2)  качество приб�ени.я: определяется: отношениями ви-

д� :!С· (k) 
а 'Z i'L • а в мере 3)  - разностями вида 1 J'Ci - ;с i 1 • что и 

придает им разНЪ!е значения:; эти различи.я делают меры 2) и 3)  
взаимно дополняющими. · 

Вопрос о полном наборе мер соответствин, исчерпывающем все 
возможные с оответствия: оценок с трок значениям целевого признака , 
остается: поR.а открытым. Помимо мер I )  - 3) можно употреблять и 
другие , например,  меру вида: 

4) I т. - r=  т i : 1  

Вышеухазанные меры соответствия: принимают значение в отрез
ке [ О ,  I ]  . Чем ближе значение ;J к I, тем выше соответствие 
оценок J'C i( k.) значениям iH. для мер 2 )  - 4 ) .  Для мe"ff I )  близо
сть :J к I означает близость значений ;r,; i"-J, Л: i"-+1 к предель� 
НЮ/! значениям 1Li для всех i = I , 2 ,  • • .  , m , и из формул не ' (k) (k+Q видно того , чтобы fi:i , :1( i с оответствовали значенит1 :с i це -
левого признака :;а • Однако ( для нецентрированной .качельной 
проце.д;УРН такое соответствие существует ,  и ,  хотя: в .явном фор.1а
лизованном виде оно и не усматривается: , но всё же оценки строк , 
подсчитанные по НКП ,  Зачастую коррелируют с тестовыми инфорw.а -
циоmшми весами .строк , подсчитаюшми для этой же бинарной табJш
цы. Такая корреляция: и показывает , что имеется: хорошее соответ-Сf<.J (kн) _ 
ствие ме)!Щу :1С i , .!С i и � i . , так как объrчно тестовые инсрор-
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мационвне веса строк имеют высокую корреляцию со значениями :с i . 
Представ.ц.яется целесообразным изложить это полнее. 

II . Взаимосвязи с тестовым подходом 

ВШnеизложеннне в 4. соотношения I )  - 4) можно трактовать 
как модель: с одной стороны как модель оценива.ния объеitтов по 
их признакам и с другой стороны как содержательную модель. 
Разумеется , в последнем случае необходимо , чтобы даваемые мо
делью оценки бwш содержательно интерпретируемыми. 

Факты о математических связях предстаВJIЯЮт собой указания 
. на нетривиальные взаимоотношения между результатами тестового 

подхода и методом согласованных оценок. Это взаимоотношение вы
полняется довольно отчетливо на различном эмпирическом материа
ле и может служить некоторым дополнителышм доводом за сущест
венность этих подходов в целом. 

Отметим рдц особеm1остей введенной модели , которые полезно 
иметь ввиду при ее практическом применении : 
а) ЧувствитеJIЪНость нагрУзок к количеству единиц в соответствую
щих строках илИ столбцах таблицы Т . Если число единиц в :какой
либо строке (или в каком-либо столбце ) велико по сравнению с 
остальными строками (или столбцами) ,  то соответствующая нагруз
ка будет большой просто благодаря этому превосходству в числе 
единиц. Поэтому нагрузки объектов и признаков зависят от того , 
как выбрано кодирование . "Эфрект перекрытий'.' проявляется более 
отчетливо , когда хотя бы в столбцах таблицы Т число единиц и 
нулей примерно одинаково. Такие таблицы дают и более хорошие 
оцеJU<И с rоч:ки зрен:j1Л .11НТерпретируемости их. Же�телъно , чтобы 
при кодировании , т . е .  при построении таблиц , указанное условие 
по возможности соблкщалось. 
б )  Различия в чувствительности нагрузок к изъятию из таб.лшщ 
различных строк и.ли столбцов. Наблкщений в этом направлении сде
лано немного , но выраженность э<fфекта позволяет предположить , 
что он может иметь довоJIЪНо общую природу. Эfфект с остоИт в том, 
что изъятие из геологической таблицы строк , имеющих большие наг
рузки , ведет к резкому изменению веJЩЧИН нагрузок оставшихся 
строк и всех столбцов ; при изъятии же строк с малой нагрузкой 
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соответствуnцее изменение невеJIИRо. В первом CJIY""8e строк.и игра
ют ро.nъ как 6ы . "корневнх" . 
в )  СВязь нагрузок с тестовыми весами. Эта связь JПЗJIЯется · эмпири
ческим фактом , проЯВ.11ЯЮЩИМся довольно отчетJШВо на всех та6.irицах 
. <около ЗО), для которых 6ЬIJIИ найдены тестоВЬ1е веса и нагрузки. 
Связь оказалась нетривиальной и содержание ее легче всего усмот� 
ретъ из схематического изо6раzения на рис . II. 

т 

Pt, Р2 , . • .  

IГ,) · 
т 

:i (.sт) � 
' .  Pn. 'J' ( :x:. i ) ,  • • •  

т 

� 
w 1  ' . . . , . <.J n. 
ss �� 

;J '( :х:� ) • • • • • 'j ' ( :х:,,,) 

Рис . П 

г· "' 

:rt: ГТ1. --

' 'J  ( :X:n)  
.J (S 1) 

J ( &""') 

'Р: 
р /  .i 

. / 
Р,., 

На рис .  II слева вверху ilредстав.пен подсчет тестоВЬIХ весов ст0.Л6-
цов Р i И строх 'J ( S i } ; справа вверху предс таiзлен аналогriннй 
подсчет ДJIЯ "перевернутой" та6ЛИЦЬ1 Т , т .  е .  д.пя с.луча.я , ·когда 1 
тесты строятся из ртрок табЛИЦЬI Т , подсчитываются веса Р i 
для �. а зате� - ·веса столбцов (как линейные комбинации ве
сов строх) ; внизу - подсчет н_агрузок ДJisi Т • ВОJIНисТШ.Ш JIИНИЯ
ми отмечены наборы оценок, которые· с точн�тью до мноптеля при
мерно одинакоВЬI (это изображено знаком � ) • 

Рис . П указшзает , что в прямой тестовой процедуре [I6] имеет мес-
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то 6.пизость ме�щу тестоВНМ11 весами cтpoit и нагрузками строк , а 
при "перевернутой" тестовой процедуре аналогичное соотношение 
иМеет место для оценок ст0.716цов. Следует отметить, что в первом 
случае ИJ11еет также место резкое разJIИЧИе ме�щу тестовыми весами 
столбцов и .нагрузками для: столбцов , а во втором - резкое разли
чие между оценками строк. 

Указаюше ра8ЛИЧИЯ не с.пу:чайнн и ЯВJ1ЯDтся отражен•ем суще
ственного раз.пич:ия тестовых столбцо� и нагрузок столбцов по их 
еше� - первuе :выражают для столбцов таблицы их "раЗJШЧШЩУЮ" 
способность в этой та6J!ице , а вторне - спосо6ность , которую мож
но охарактеризовать скорее :ка:к "связывапцую" . Обнаруженная связь 
не является общим правилом - в примере этой связи нет.- Вместе с 
тем , эта связь довольно отчетливо набЛIЩается- на "реальннх" таб
лицах ,  пример же не отвечает :какой-либо содержательной задаче . 
Эта связь означает ,  что имеет место уравнивание противоположно
стей , однако ссылка на такое уравнивание сама по себе ничего не 
объясняет , так как . те же самые противоположности имеются в таб
лицах ,  где такой связи почему-то нет . 

Если вернуться: к определению модели ( u , 1' , Ш , :J ) , то 
заметим , что в качестве u , т . е .  исходной таблицы: для подсчета 
оценок -J: , и) , В!iбиралась таблица Т. В теотовом подходе это
му соответствует подсчет количества всех тупиковых пакетов для: 
таблицы: Т . Подсчету же количества всех тупиковых тестов для 
табЛШJ;Ы Т соответствует такая: качельная: процедура , в которой 
в качестве таблицы 1J берется: Т * - так называемая "таблица сра
внений" для: таблицы Т , получаемая следующиМ образом: в табли
це Т КЭJ!ЩОЙ паре строк та6ЛИЦЬI Т ставится: в соответствие ст
рока из нулей и едшшц , в которой единицы соответствуют разли
чиям , а нули - совпадениям компонент па� ,если m. - число строк 

* i 
табЛИЦЬI Т, то в Т число строк равно С m • Если в качестве U 
взять таблицу Т , получаемую из Т заменой всхщу нулей на I ,  
а единиц на О , .то качельная: процедура на такой . таблице U со
ответствует подсчету всех тупиковых Q. -тестов таблицы: Т • 
Если же , согласно перечню 'iJ целеВ!iх условий , выбрать в качест
ве ll соответствующую таблицу Т� , то НЮ! для: такой таблицы 
U соответствует подсчету количества всех тупиковых 'i:J - тес
тов таблицы Т . Т� строится: так: каждой паре строк из Т , на . 
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которую в Ci) наложено условие согласования , в таблице Т � ста
вится в соответствие две строки : одНа. из . таблицы т * , другая -- - - . . 
из .Т ; КЭJJЩои паре строк из Т , на которые :в q) налагается 
требование сходства , отвечает одНа строка из Tlf ; ка.J1ЩоД царе 
строк из 'Г , подлежащей различениЮ , отвечает строка из Т 11; 
все остальные строки таблиц т � '  т • уда.ляются, а оставшиеся 
после удаления строки таблиц Т * , Т 1t Образуют та6лиuу т � . 

12 . Теорема Экарта-Янга и метод 
согла.со:ванннх оценок 

!'ассматривая "мет6д согласованных оценок" , предНаэначенный 
для упорядочивания и классификации многомерных объектов , еле -
д;ует подчерднуть связь этого метода с однИм классическим резуль
татом , основанным на теореме Экарта-ЯНга о ба?исной структуре . 

Пу:сть задано конечное множество . объектов а i = :z: i .  с i = 1, ". ,m), 
характеризуемых признаками Ьк "" з:: .к (  к �  I ,  . •  �..J n. ) ,  и КЗJ1Щой паре 
( a i , ·бк ) сопоставлено число �i,..-(Значение призн;ака 6кна объекте 
щ, ) .  

Матрица Х ::: l[ :r iк \\ назШзается таблицей "объект-признак" . Её 
С'l'J>ОКИ суть . Х i  ( объекты ) , столбцы � х. к (признаки) .  

Примем (хотя это не очень существеJ{Но ) , что m � п .  Пусть z 
- ранг матрицы х

тх; 'l�n:  Обозначения-: 7t. i  - ненулевые собствен.-. 
нне числа (с . ч. ) матрицы хтх ,  занумеро:ваннне в убы:вающем поряд
ке : k i , . . . , 'Л..� • Вэ:itтор1 а i ( 1"i: ) ecrrь собствеНВl:lЙ вектор (с .в . ) 
мiтрицы хтх сххт ) • соответствуuций с .  ч. Jч . . 

По определению с �в .  имеем: 

. ЙIЭ 

хтх цi ::: А. ;.  ' U. l, . 
ХХТ v;. = Л;> \J'"i • 

t1':· • t • 

( I )  
(2)  

(З)  

(4)  

В прикладнвх исследованиях часто возникает задача о нахож
дении сжатого предс��ения таблицы данных . Так например , иног
да требуется аппроксш.шровать табJtицу Х матрицей менъшего ран-
га t2I : i .  . · 
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�.: ДЩ!а прямоуrольиая матр� Х ранга 't • Найти 
матриnу ·� ранга к � ?. , на кqторой обращается в минимум эв-

к.лидова норма погрешности: 

2 
R = ll X - Ix 11 

Решение : (см. [5.tJ], f2 l] ) : 

%, т 1/2 т 1к = 1- 1  171 и, + • • •  + А к  V..: tLк • 
(5) 

(6) 

При к = � (есJШ .положить Х2= Х) соотношение (6) прев
ращается в сингулярное разложение матрИЦЪ1 Х, гарантируемое те
оремой Экарта-ЯНга о базисной структуре ' (501 , ( см. т��I] ) .  

Рассмотрим частный случай: k = I .  &Щцем приближенное пред
ставление та6.лицЪI данных в виде произведения столбца на строку , 
с матрицей погрепmостей R. 

(��\ х = V-i ( } 1  • . . .  ' Р п. ) + "R, = ol,PT + R (7 )  

так , чтобы обратилась в ыинимум норма погрепmости: 

т при условии р f> = I. Легко показать ,  ч·1:0 искомые векторы сх = 
( oL 1 , • • • , ol.m ) т , }' = ( J1 , • • • , р rt ) т , удовлетворяют 
системе уравнений: 

(9) , ( IO) 

где Л - главное с . ч. матрИЦЬ! хтх. (Отметим, •что <Х то<. � А.. ) . 
Отсюда с;rедует ,  что векторы ct. , р . совпадают , а точностью до 
нормировки , с решением уравнений (3) , (4) � или , . что то же самое , 
уравнений ( I ) , (2) , при 1L = J\. 1  • 

Задача в такой постановке описана в работах [ 49 ], [53 ] , 
в связи с проблемой оцени:вания пропущенных данных . 

Система вида (9 ) , ( IO) хорошо изучена в математической 
статистике . Если даннне х i 1( - центрированные и нормированные ,  
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уравнения (9) , ( IO) выражают преобразование ,  на котором основан 
известный метод главных компонент! (МГК) • При л. = 1.. 1 вектор О( • 1 
есть первая главнаЯ компонента :внборки Х ; вектор р (главный 
с .в. ковариационной матрицы хтх>/ задает на.пра11Jiение наибол:ыпего 
рассеивания выборки в пространстве признаков. Но следует заме
тить , что в работах [50 J ,  [ 49 ) данные не предполагаются центри:... 
рованннми . 

Переходя к характеристике некоторых особенностей метода сог
ласо:вашшх: оценок , дадим краткую справку о возНШtНовении метода. 

Принцип упор.�щочивания объектов и признаков, состоящий в 
приписывании объектам oL i (и одновременно - признакам Ь к )  чис
ловых оценок о<. i ( fi к ) , связашшх уравнениями ( 9 )  , ( IO) , бWI пред
ложен А.Н. дl.штрие:вым. Этот принцип, вместе с результатами его 
применения , неоднократно , начиная с 1967 года , обсуждался на се
минарах в Институте Мате�тики СО АН СССР. Возникший 
на его основе метод к.лассификации был назван впоследствии 
"Методом согласо:вашшх: оценок" (МСО) ;. это название подчеркивает 
своеобразную согласованность оценок ()(_ i , /3 к ,  которая выражается 
симметричными уравнениями (9) , ( IO) , и  По существу , МСО есть нецен
трироваmшй вариант МГК , ,_,. причем в МСО используется только пер
вая составляющая разложения (6 ) , соответствуПцая главному с .ч.� . 

При обработке по МСО геологических даннш;: было обнаружено ин
тересное явление , состоящее в налички зна"<ШМой положительной кор
реляции между оценками объектов и некоторым целевым признаком, 
не включенным в та6.лиDу Х • (Результата обработок см. , например, 
в rэ ,  IO J ) .  Таким о�зом, в некоторях с.пучаях МСО помогает пред
сказывать значение целевого признака, которое трудно по.лучить не
посредствеюwм измерением. Это позволяет счИтать МСО новым мето
дом обработки эксперименталышх данннх, Нj']tДапцимся :в теоретичес
ком обосновании. 

Если та6лица содержит только неотрицателыше данные (:ri,tO) , 
то , в С'ИJГJ специфических свойств неотрицателъвнх матриц, решени
ем системы (9) , ( IО)" ,явлmотся :векторы с неотрицатеJIЫ!ВЫИ компонен
тами, которые можно интерпретировать как :весовые коафрициентн объ
ектов и признаков. (Некоторые другие способы нахождения согласо
:ваннш: :весовнх ко:эфIJициенто:в рассмотревн в [ 29 J ) .  

Бычис.пите.лыше методы , позво.ляпцие решить систему (9) , ( IO) , 
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можно найти , например , в [45 ].  
Чтобы МСО перестал быть чисто эвристическим приемом , необ

ходимо · выяснить условия: , при которых возникает внmеупомянутая 
значимая корреляция с целевым признаком. 

В работе [ 9 J (где данный метод описан впервые ) вопрос о 
корреляции оценок с целевнм признаком не рассматривается , и поэ
ТОtАУ она не может считаться теоретическим обоснованием метода. 
Работа [ 9 J не содержит новых мат�ма.тических результатов. Ос
новное содержание этой статьи составляет итерационная проце� 
:вычисления оценок, являющаяся разновидностью известного итераци
онного метода вычисления гJJаБНого с ·. в. (см. [ 45 ] ) • Принятое в 
[ 9 ] довольно жесткое предположение о том, что таблица состав
лена только из Нулей и едивид , .является изJIИШНим. Не отмечена 
фоµаа.пьная связь предложешюго способа оценивания с другими ме
тодами обработки данных, например , с МГК , с теоремой о базис
ной струхтУРе : и т.д. В целом, сУщность проблемы остается нера
скрытой , и положительное значение статьи [ 9 ] - только в том, 
что она привлекла внимание к проблеме. 

По-•видимому , значимая корреляция оценок с целевым признаком 
может иметь . место JIШiiь при удачном выборе и кодировании призна

·Ков. Но соответствупцее исследование пока никем не выriолнено . 
На основании внmеизложенного можно сделать два вывода: 
I. МСО ; как метод классификации , пока что теоретически пол

ностью· не обоснован , хотя его эqфективность подтверждена рядом 
внчис.п:ите.пьннх экспериментов. 

2. Оценки , полученные по МСО , явл.яются · решением классичес
кой оптимизационной задачи об аппроксимации табЛИЦЬI данннх мат
р;щей меньшего ранга (в частности , ранга I )  (Теорема Экарта
Янга , I936 ) .  Это позволяет надеяться , что МСО (в усовершенство
ванном варианте ) может стать эqфекти:вным средством анализа дан-
ннх. 
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§9 ПРИМЕРЫ КОНКРЕТНЫХ 
РЕШЕНИй 

Рассмотрим кратко некоторые конкреТНЬiе примеры применения 
МСО для решениir гео.погичесхих задач прогнозно-поискового профиля. 
Пример I • .выяснение мерь1 сходств упорsщоченнос-ти месторщений 

неФти по значениям целевого призна�tа и по число:внм· 
мерам нагрузок строк 

Ре1118JLИСЬ та6лицы,в которых строRаШ бwm заданы местороJJ'Де
ния нефТи Аравийской платфор.ш , а столбцами-характеристические 
признаки этих местороJJ'Дений [ 39 ] • Расчет нагрузок (по нецен
трированному варианту решения) · строк и столбцов произведен для 
учтенного объема инфо� в задаче сравнительного изучения не
фтЯШlХ месторо11'Дев:ий мира . В соответствии с цел.ями обработки бы
.пи взяты 22 та6лицы (объемом, в среднем, m. х п. = П х 25) .  Вся 
совокуi:Iность характеристических признаков была цодразделена на 
пять групп (см. табл. I ) .  

Исследуемая совокупность объектов предварительно упорядочи
вается в соответствии с критерием значимости месторождений ( за
пасами) .  В поисках совокупности нефтепроиэводящих и нефтесохра
няпцих признаков .вахно :выяснить вопрос : "1\акая из :выделенных 
групп признаков упорядочивает местороJJ'Дения в :наиболъшей близос
' ти к nоряДку месторож.цев:ий по запасам?" 

Для сравне}ШЯ меры сходства порядка строк таблицы: использо
ваны результатн тестового цqдхода и МСО. Меры сходства устанавли
вались по соотношению СХIИµ4ена и парной корреляции. Результаты 
оценки приведены в таблице I , где мера порядка местороJJ'Дев:ий 
по запасам и числоВЮ4 значениям � и :J ( s ) приводится для груп
пн местороJJ'Дений на Аравийской ·платфо�:14е. 

Меры: сходств строк та6лицн, поско.пъку они хорошо хорре.пиру
ют с разведанными запасами нефти.представляют важный критерий 
при прогнозировании поисков нефтяню: местороJJ'Дений. Например. они 
могут применяться ДЛЯ упорядочения 148JIОИЗучеН:НЫХ площадей ПО ИХ 
перспектШ1е на обнаwжение нефти. Следует отметить совпадение ос
новных результатов по тестовому подходу и по МСО. 
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Группа приз:нахов 

Нефтеносная свита 

Поднефтевосвая 
свита 

Надвефтеносвая 
· свита 

Геотехтовичес:кая 
обстановка 

Струк'!'уJIШЯ 
ЛО:вуmRа 

Обозяаче 
ние 

TI 

Т2 

Т3 

Т4 

Т5 

Та6.лица I 

по Спиrмеву 
по ваг по 

1С ;J(S) 
+0 , Iб -0 ,02 +0,2I8 +0, Iбб 

+0, I5 -0 , Iб -O, I58 -0 ,304 

-0,29 -0, 34 -0,423 -0,347 

+0 ,80 +0,5I +0,554 +0, 392 

+0 , 74 +0, 79 +0,864 +0,93I 

пороrи: 0, 0I-0,735 ; 0 ,02-0,685 
0 ,05-О,ба2 ;  0 , I  -0,521 

Меры сходства четко :выражевн по гwппа:м призва.хов, характе
ризупцих структурвне ло:вуш.ки и геотектонические обставо:вки,и  
практичесп не внр:uкевн по другим rpymiaМ признаков. Это впОJШе 
согласуется с хорошо обоснова.нньши генетичес:кшm представлеви
m.ш. Ведь ло:вуmRа определяет возможннй размер и характер залежи. 
В признаки геотектонической обстановки ВRJllJЧeвн данвне по объе
мам осадочннх пород , пршmмапцих участие в нефтеобразовавии. От
носитеJIЫlо нефтеносной свиты можно утверждать , что ее характер 
одинщов и на бОJIЬIПИХ и на ма.пнх площадях. А даввне по объемам 
пород нефтеносной свиты приведены в комплекс свойств геотекто
нической обставо:вки. Попутным результатом решения этой задачи 
бwm получены совокупности признаков , которые наиболее тесно 
увязаны с причинами упор.юtочения местор<ЦДевий по :важности. 
Пример 2 • Сра.вните.пЬliое изучение совокупности оловоwщщх мес-

ТОроJ!lдений Приморья с целью выяснения перспектiпш 
рgца рудоносных районов 

В развитие работ [ 26, I4 1 с помощью МСО проведено рассле
дование информации по регионам, перспектишпш на обнаружение 
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местор6ждений. ИнфоIМЩИошшй массив данню: бнл подготов.пен rруп� 
пой геологов П�орья под руководством Константинова Р. М .  (ШИЛ 
АН СССР) . 

Объекты исследования представлены нескОJIЫtИМИ группами. Вы
деление групп осуществ.пено с учетом масштабов орудинения. Первую 
гРУIШУ составляют наи6мее крупные месторождения (m. = 4 ) ;  вто
рую группу образуют месторождения.средние по масштабу ( т = 6) ; 
в третью группу вКJIDченн мелitие месторождения (m = 18) . .  Четвер
тую группу образуют объекты , подлежащие сортировке по трем пре
дьщущим группам, поскольку убедительной принадлежности каждого 
представителя этой rруппн к трем проМНШJiеmшм группам месторож
дений не установ.пено . В дальнейшем этим четырем группам присваи-

вается ранг к.л.асса : 1-Ш к.л.ассы-объектв-этаJiоНЬI и IY к.ласе объе
диняет в себе объекты-пробы (подлежащие распознавщшю) . Отметим, 
что согласно экспертной оЦенке геологов часть из экзаменуемых 
объектов IY к.л.асса более перспективна. на о6варуже:liие проМЬППJiен
юп руд , а часть менее перспективна. Но по бмее перспективным 
объектам нет убедительной экспертиза на предмет того , какой из 
объектов подлежит первоочередному опоисковавию. 

Хащтеристические признаки , исследуемых объектов представ
ленн списком ( п = 167 ) .  В общем список подразделен на две части: 

а )  признаки , освещапцие тектонику региона и отдеJIЫШХ объек
тов; 

б )  признаки , характеризупцие веществеввнй состав исследуе
мш:. объектов. 

Более детаJIЫIЬI� подразделения пространства признаков по 
свойствам их родства представленн решением . Пример:l форму-
лировок значений признаков тектонического характера: 

тава: 

Ji5 - угм падения крыла СКJЩЦЮI до 45° ; 
JiI4 - наличие флексур; 

W'l? - падение юzное , угол ? 75° . 
Примеры Фо!Ъ'Улировок значений призна:itов вещественного сос-

.li88 - биотито.вне граниты в уда.пении до 5 км ;  
.liIOO - дайки кислого состава; 

98 



JH67 - :карбонатная минерализация и минеральная ассоциация. 
Отметим, что дета.пъность и количество признаков .характери

зующих тектоническую обстановку, Вшпе ( п = 98) , чем совокуmюсть 
признаков,характеризупцих веществеННЬIЙ состав. 

Геологическая п6станов:ка задачи 

Постановка задачи подразделяется на производствеННЬIЙ и тео
ретический уклонъr . 

По производственному . wслу решения задачи важно ответить на 
такие вопросы : 

I. Подразделение пространства признаков на грушш ,узко ха
рактеризупци:е каJЦЫЙ из :выделенных продуктивных классов (классы 
эталонов) ;  

2. ВЫ.целение ГJ!УППЫ признаков максимально раз.личающих клас
сы эталонных объектов; 

З. ВЫ.целение ГJ!УППЫ признаков,наИболее тесно коррелирующих 
с запасами месторождений ; 

4 .  Указание ГJ!УППЫ объектов в качестве первоочередных для 
поиска и разведки из IY класса объектов проб . 

Именно в связи с вопросом 4) возникает сложная теоретичес
кая проблема. о механизме J!Удообразq:вания и генетических процес
сах. Предусматривая получение результатов теоретического плана , 
общую совокупность признаков можно подразделить на: 

- тектоническую, магматическуЮ группы и группу признаков 
ведущих минералЬНЪIХ ассоциаций. Для более детального рассмотре
ния геологических процессов , име:вши:х место на изучаемой террито
рии ,требуется выяснение значимости каждой из родственно связан
ных подгруmI признаков. Выявление количества и ст:рухтуры взаимо
связей подгрупп признаков позволило внести последовательность 
шагов решения задачи на алгоритмическом этапе. Всего :выделено 
IЗ подгруmI признаков ,  число которых колеблется от 7 до 18. В 
процессе постановки

.
геологической задачи была проведена предва

рительная обработ:ка информации по уточнению значений признаков 
для 8-ми объектов исследования. 
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ФоJNЗJIИзова.нная постановка задачи 

06:pe.6onta. та6.лиц данных ,  о6щим о6ъемом в 63 строки и I67 
стол6цов , проводилась в соответствии с осяоmшми це.шn.m этого 
изучеЯИJi , сфооо-лиро:ваяннми в геологической постановке задачи , 
по следуuцей схеме (рис . !2) . 

Рис . I2 

I ..., моб:и.иизацИя исходной ияфо:rмацп и ее предваритеJIЬЯая о6:рв.-
6отха (уточнение , :Кодирование , состав.пе!Qlе та6J.!Иц ) ;  2 - геологи
чесttая постаиовха задачи; З - производстВевюdt умов задачи; 
За ,.. теоретический умов задачи; 4 - ФОI*SJ!Изоваяяая постановка 
(по.цразде.иеяие ва подrрiппн , вн.це.иеиие таСSJПщ, ВW!В.Пеиие шагов 
решения) ; 5 - общее решение та6.пицн ; 5а - решение по частям , 
согласно по.цразде.пе!ПП) _ призяаiов по вес�; 6 - процедурi сорти
ровки о6ъектов-про6 ; 7 - резу.пьтатн по признакам; 7а - реэу.п:ь
татн по группам призяахов; 76 - резу.пьтатв сортировки о6ъектов; 
7в - :выде.иевие первоочередных о6ъектов-про6. 

Конкретвве шаги решения задачи проводи.иись в два этапа: 
а) ,этап решения общей та6J!ицн исходных да:в:внх в по.m1ом о6ъ

еме д.пя це.ией раяuровхи о6ъехтов и целевой минимизации призна
ков (:ре.вжироваmui по содержате.i!:ьинм подгруizпам и вн.целеиия яаи-
. 6олее . ИЯФОIJШ.тивяого подмножества) ; 

6) этап решения подта6.ииц, орга.я:изоваяян:х: в соответствии 
с задаяянми :к.пассами .ц.пя сортирО:вхи о6ъе:ктов про6. 

Отметим, что те9ретичесхая совоцупяость вопросов .ц.пя своего 
ответа �ается в резу.пьтатах решения обоих этапов . 
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Решение задачи и обсуждение 
некоторых результатов 

Обсуждение результатов производится в соответств:�µr с конк
ретными этапами и шагами решения. 

а)  Решение та� в полном объеме 

По программе [ 22 ] та6.лица (состоящая из нулей и единиц) 
оловору.ЦНЪIХ объектов объемом 63 )( I37 была подвергнута счету на 
БЭСМ-6. Результатами этого счета яви.лись ко.пичествен:нне оценки 
:ка�щого столбца (признака) и :ка�щой строки (объекта) табJIИЦЫ. 
Эти количественные оценки представили не только интерес в IIJiaНe 
интерпретации признакового пространства, но и легли в основу ор
ганизации подтаблиц д.zш второго этапа-б ) .  

Расположение строк табJIИЦЬI по значениям нагрузок по-
казало , что в первый ранг значимости объектов воШJIИ месторо�щения 
первого и второго классов (из П :класса один объект ВЬ1пал во вто
рой ранг значимости) . В 27 объектов второго ранга значимости вош
ло 5 объектов третьего :класса. На IO объ�ктов третьего ранга зна
чимости пришлось 2 объекта Ш :класса , оста.лыпае-из IY класса.По
падание наиболее существенных местороццеяий в перВЬIЙ ранг значи
мости объектов по оценкам нагрузок строк МСО ИJIЛЮСтрирует как 
правильность организации . информации, так и пригодность итерацион
юu: процеm для ранжирования объектов в корре.nяции с целевым 
признаком. 

Расположение столтов по нагрузкам, согласно убыванию их 
значений, обнаруживает также ранжирование признаков на грушш 
Енявлено таким образом 6 рангов ,на которые раздеЛИJiось простран
ство :характеристических признаков. Характерно , что менъшему ран
гу значимости соответствует 6олъшее число состав.ляв::ацих его приз
наков. В данной таблице отмечается для одних столбцов внсокий 
уровень корреляции (по коЭФiшциевту Спир.iена) значений нагрузок 
с числом единиц в столбце ( р i = О, 92 ). в других же случаях эти 
корреляции весьма низки , по существу отсутствуют ( Pi = 0 , I6) . 
С интерпретационннх позиций следует отметить , что признакам бо-

IOI 



лее :высоких рангов соответствуют наиболее существенные характе
ристики месторОJ1Щений. Ыинимизационной процедурой (внчленение 
признаков ВНС!!!ИХ ра.нrов) для диагностических целей на втором 
этапе решения было отобрано 44 признака. 

В теоретическом оТношениИ , в связи с вопросом БЬЩелен:и.я ру
доконтро.nиру:пцих комплексов признаков (поисковых) , о:казалось не
обходимым построить дерево численно оцененннх признаков-стОJiбцов 
с задачей установить важность тех и.ли иннх ветвей родственно сJrа
твх признаков. "Взвешивание" ветвей дерева производилось усред
нениями значений нагрузок . по группам и подгруппам признаков. Наи
более об�е единицы профессионального подразделения признахового 
пространства на тектонические и вещественные не обнаружили вза
имного превосходства , поскольку груllпа "Тектоника" имеет усред
неНВЬ!Й вес вершины 0 , 325 ;  а группа "веществеНВЬIЙ состав" - 0 ,324. 

Содержательно ва.ж�пiм для интерпретации фактов явилось обна
ружение значительного информационного превосходства подrрупIШ 
признаков "п.ликативнне струхтурн" (усредненная наr:руз:ка вершшш 
0 ,407 )  над подгруппой признаков "дизъюнктивные структуры" (усред
ненная нагрузка вершинн 0 ,244 ) .  Этот фа.кт полезен не тoJIЫto в 
смысле ориентации поиска и организации комплекса поисковЬlх· при
знахов , но и наталкивает на допоJШитеJIЬВНе гипотезы относитель
но рудогенеза исследуемых месторо;�щевий. 

При оценке rруппн признаков "вещественв:ый состав" обнаружи
вается :внсокое информационное значение подгруппы "комплекс вме
щающих пород" (усредненная наги зка вершины 0 , 40I) и невысокое 
(0 ,266)· для подгруппы признаков "характер" магматизма. При пере
ходе к более дробно� подразделению признакового пространства 
обнаруживается такая последовательность значимости подгрупп 
(см. тacSJI. 2 ) . 

�ll Н8з:вавие ПОдrруIШ 
I J3мещаПЦ)l!е породы 
2 Высшие порядки ПJIИХаТИВНЫХ 

структур 

I02 

Таблица 2 

Усреднение значения наг
рузок вершины: подrрушIЫ 

0 , 5IЗ 

0 ,432 



Вторичные изменения 0 , 419 
4 .Цайки RИслого состава 0 , 418 
5 II.л:икат:Ивнне струхтурн П порJЩКа 0 , 381 
6 Характеристики руДЬI 0, 348 
7 С-3 ltpyIIНble дизъюнхтивнне стру:ктурн 0 , 335 
8 СВ Rрупнне дизъюmtтивные структуры 0 ,276 
9 СВ Rpymnie дизъюнктивнне стру:ктуры 0 , 270 

IO Мине:ра.лыше ассоциации в рудннх полях 0 ,264 
п Су6меридионалыше Rрупнне дизъюнктив-

ные структуры 0 ,237 
I2 Су6mиротнне крупнне диз'Ьl!НКтивнне 

структуры O , I2? 
IЗ Штоки , штокоо6разНЬ1е интрузии О , П4 

Резу.лътаты этого этапа решения да.ли возможность в мииима.лъ
яое число шагов реализовать цели второго этапа решения. 

6 )  Сортироmtа о6ъеRтов-про6 . 

Исследование месторождений процедурами сраmште.nьпоrо изу
чения их описаний с помощьi> МСО на втором этапе началось состав
лением подта6.лиц решения в соответствии с заданввми R.Пасоами. 
Три :внделенных класса месторощцений неравнозначнн по чис.цу о6ъ
ектов � неравноценны по масшта6у запасов • .  Причем масштаб запа
сов о6ъехтов I х.ласса гораздо выше в I ItJI.acce , чем во П. Э'rот 
межк.пассоВl:IЙ разрыв в запасах мещцу П и Ш :классами вамноrо мень
ше , TaR что объекты этих классов о�tазнваются сильно с6.пижеииш.m 
по значениям целевого признака. Этот факт важен в том отношении , 
что поисковые комплексы признаков для объектов П и m RJiaccoв по 
существу одинаковы. 

На mare распознавания при сортировке объектов-проб кпассн 
месторождений 6нли переорганизованы в связи с их количественной 
и �tачественной несопоставимостью. Для того , что6н в первом при6-
.пижении :выявить принадлежность проб к проМЮПJiе:нннм .место�ени
ям необходима проверка диагностической способности всех и itaж.цo
ro призна�tа. По мере выявления размера этой способности признаки 
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урезались до поисковой r:pyIIIШ , наиболее :важной для исследования 
сходств и раз.личий организованных классов. 

Процеду1)8. сортировки объектов-проб пРОизводилась на следуиr 
щям образом ор_·аниэовашшх RЛассах. · Из 4-х объектов первого клас
са был изъят недоохарактеризо:ваннъrй объект ; а три оставшиеся 
объекта бьr.пи ВRJIЮчеНЬI в состав второго класса. Таким образом .ди
агностическая таблица т1 состояла из 9 объектов, наиболее суще
ствеННЪIХ в проЪШШJiенном отношении. В связи с тем, что объекты 
П :класса сбJIИЖенн с объектами Ш класса , от Групшi поисковых 
признаков требовалась ВЬ1сокая сортировочная способность. В связи 
с тем, что процедура сортировки фиксирована , основное внимание 
по уJiуЧШению распознавания бwro перенесено на модификацию соста
ва признаков в поисковом комплексе . Внб:ира.лись те признаки , ко
торые хорошо различали та6лицы т1 и т2 (та6.л:ица т2 состояла 
из 10 месторо:ащений Ш класса ) ; 8 месторождений из Ш класса 
принимались в качестве обучения и внутреннего экзамена [ 14 ] . 

Сортировка объектов-проб проводилась в три шага. 
На первом шаге 8 месторо:ащений третьего класса распознава

лись по всем 167 признаRа.М общего пространства признаков. Резуль
тат сортировки - из 8 объектов к своему :классу б:ыло отнесено толь
ко З объекта (к т2 ) ,  пять объектов б:ыло ошибочно отнесено к т1 . 
На .этом же шаге б:ы:ли проведеНЪI сортировочнне операции и для всех 
объектов-проб ; путем ВЬ1числения коЭФРициентов принадлежности к 
классу все пробьt бьtJIИ разнесены по двум классам, заданньtМ т1 и т2 . 

На втором шаге , на подпространстве признаков с максима,,,1ь
ннми нагрузками (признаки Вьtсmих рангов , п. = 44) .  результаты 
сортироВКИ' объектов экзамена (8 месторо:ащений Ш класса) значи
тельно улучшились. Один объект попал в "чужой" класс и еще один 
попал в зону от:каза,т. е .  о6ъ0кт на заданньtХ :классах не распозна
вался. 

На третьем шаге решения 6ЫJIИ БьtДелены поискоВЬ1е признаки , 
по которым таблицьt т1 и т2 наиболее разлИча.лисъ. Результаты 
сортировки улучшились, из 8 объектов 7 псmали в "свой" класс 
и один объект получил ·отказ ( тот, который попал в "чужой" класс 
на предндУЩем шаге ) . Объектьt-пробьt ( п = 35) бьtJIИ все подверг
нуты сортировке (по этому поисковоМу комплексу признаков) на 
принадлежность к т1 и т2• Из совокупности прогнозируеr.шх ру-
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допрояв.лений к объектам проМЬ1ШЛенного значения было отнесено 
всаго 4 объекта , 19 объектов отнесено ко П :классу ( Т2 ) и 12 
по.лучили отказ . 

После дополнитеJIЬНой проверки imфo� и решений 3 объек
та (из 4-х попавших в класс проМЮПJiенншr объектов ) б:wm рекомен
до:вавъI к опоискован:ию и оценочному бурению. 

Таким образом.в задаче изучения сово:купности оловорудннх 
месторо!Щений Приморья и разбраковки площадей, перспективннх по 
косвенным данным на обнаружение проМН111J1ен:внх объектов, с  помощью 
МСО бЫJIИ получены результаты практического и теоретического зна
чения. 

l. Быделенн существеннне грушш признаков в поисковом отно
шении: вмещапцие породы -- высшие порJЦКИ ПJIИRатИВНЬIХ струк
тур - вторичвне изменения - да.йки кислого состава; 

2. :выделена :группа из 36 признаков ,. имепцая поисковое и 
диагностическое значение ; 

3. Указаны 3 объекта , перспективных в проМШ11Jiенн:ом отноше-
нии . 

Тесннй контакт с геологами осуществляет корреИЦИD хода ре
шения задач , эта коррев:ция в процессе данного прогноза осущест
ВЛЯJiаСЬ дваJЩЬI. Характерно , что коррев:ция взаимно допОJIЯительна : 
один раз заказчику б:ыла указана некорректность во ВRJIЮчении од
ного из объектов в обучающую внборку и один раз геологи дали до
пОJIНИтельную инфоIМЩИЮ по существенному у.пучшению пространства 
признаков (после одного из шагов решения) .  
Пр�ер 3 .  Опе:вха перспективности площадей Норильского и соп

редеJIЬННХ оойЬtюв на мещо-никеJiевое оруденение (этап 
обучения) 

В последние годы норИJIЬскими геологами 0ПЪ1тно-методической 
экспедиции НПО "Севморгео" разрабатывается на.правление по оцен
ке перспективности площадей северо-запада Сибирской платфор.ш на 
медно-никелевое оруденение с использованием статистических мето
дов распознавания [ 'Л, 38 ] . В результате собрав 
и систематизирован 9громный материал по обширной площади и выда
ны конкретные рекомендации. 

В развитие этих работ , в рамках договора о сотрудничестве , 
проводятся логико-математические исследования по оцеяке перспе�-
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тив ПJIО111Вдей Нор:И.пъскоrо и сопреде.п:ышх :районов. ::Щес:ь приведены 
положитеJIЫJНе резу.л:ьтатн решения задачи разделения известных 
( эталоннн:х) площадей по струхтурно-тектонической , метаморфо-ме
тасоматической и минералогической rруппам признаitов с испОJIЪзо
ва.нием :метода соrласо:ваяннх оценок .[ 34 , 24 ] . 

Объектн исследования представлены элементарвнми участками: 
(8-Iакм2) , за которые 6wm принятн листы крупномасштабной кар
ты. В свою очеред:ь участки объедивенн в RJiaccн . Первый КJiaCC сос
тавляют площади, содержащие медво-никелевне местороццения (де
сять ЭТЗJIОШIЬIХ участков) ,  второй класс � участки с неперспектив
нн:ми рудопрояв.пениями и без рудопрояв.пений (пят:ьдесят шесть объ
ектов) .  

Эталоннве объекты охарактеризоiэавн тремя rруппами признаков. 
Группа струхтурно-тектоничес:ких признаков подразделена на три 
части: восемь характеристик IIJIШtaтmзннx структур, десять - дизъ
юнктивmп и пят-ь - инъективннх дислокаций. Группа метамоJХI>0-ме
тасоматичес:ких признаков состоит из двенадцати характеристик 

· преобразования: пород и трех параметров формы и масштабности этих 
преобразований. Группа минера.логических признаков представлена 
девятью характеристиками состава породообразующих минералов и 
девятью рудннми минералами. Список приведен в работе Л. Г. Сухова 
и др. [ 38 ] • 

Геологическая задача заключается в вняв.пении информативно
сти признаков в каждой из трех перечисленнвх групп с цеJIЬЮ раз
деления двух R.Пассов эталовннх JЧВ.СТков. Таким обраэом ,геологи� 
ческая задача решалась в трех постановках: в первой - обрабаты
валась таблица из 66 строк и из 23 столбцов , во второй , соответ
ственно 1 66 х IБ и :в третьей - 66 х I8. ТабJIИЦЬI исходных данных 
приведевu в работе Л. Г. Сухова и др. ( 38 ]. Рассмотрим результаты 
решения по постановкам. 

Первая за.дача. В резу.л:ьтате решения по.пучены количествен
ные оценки для каждого признака и для каждого объекта та6лицЫ. 
Дост:игнУто полное разделение объектов первого класса от второго 
по струхтурно-тектоничес:ким признакам (рис . I6 ) .  

Расположение строк табJiицн по значениям нагрузок (рис . IЗ ) 
поIСазало , что первый RJЩCC достаточно однороден ,  т . е .  его объ
екты им.ем близкие струхтуµ:rо-тектонические характеристики. В 
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связи с этим признаки в классе по инфор.щтивности мало отличают
ся друг от д.РJТа. ИсКJIЮчение составляет седьмой объект (участок 
южв:ее Нори�'П>ск-I ) ,  который отличается от других площадей отсут
отвцем ф.r.ежсур и инъекций вещества осадочного чехла. Что же ка
сается второго класса , то он является неоднороДНЮ4 по структур
но-тектоническим характеристикам. В связи с чем , признаки в клас
се по информативности более дифференцированные (рис . IЗ ) • Объек
ты второго класса по значениям нагрузок строк условно можно раз
бить на три ранга значимости. Такое ранжирование объектов второ
го КJI.acca в оттrчие от объектов первого можно объяснить не толь
ко разницей в структурно-тектонической обстановке . В первом клас
се о6ъектн &еют определенную "спецааJIИз!ЩIШ" и территориально 
близко расположены друг около друга. Во второй класс объекты вы
бирались с помощью таблиц СJIУ"IЗЙННХ чисел из множества участков , 
отвечапци:х ухаза.вввм условиям ( 37 ] , _и территориально сильно 
разобщевв ме� собой. 

По характеру распределения нагрузок столбцов (рис . IЗ ) струк
турно-техтони-ческие признаки условно можно ранжировать на три 
группн. В первую группу попадают признаки , информативность кото
рых умен:ьmается при переходе от объектов первого кл.асса к объек
т� второго. Приведем примеры наиболее ярких представителей этой 
груШIЫ. IарактерИСТИКИ IIJIИRаТИВНЫХ структур - распо.пожение В пре
делах об.ластей замыкания положительных структур четвертого пор.цц
ка ,  площадью ra2 - I04 кв . км ,  поперечником более IO км (пятый 
признак), и наличие флексур (восьмой признак) .  Эти признаки выпол
неШi на площадях , содержащих месторо�щения , на объектах второго 
масса они , как правило , отсутствуют . Характеристики инъективных 
дислокаций - средняя площадь интрузивов , т . е .  СУМ1f.арная площадь 
интрузивов в кв. км  на их количество ( I?-й признак) и наличие ШIЪ
екций веiцества осадочного чехла ( I8-й признак) .  Во втором классе 
по сравнению с перБЫМ увеличивается средняя wtощадь . интруэивов и 
отсутствуют инъекции вещества осадочного чехла. 

Во 'вторую группу попадают признаки, имепциё увеличение инфор
мативности при переходе от объектов первого класса к объектам 
второго класса. Из характеристик п.ликативша структур это распо
ложение в пределах крыльев структур четвертого порядка (третий 
признак) .  По дизъюнктивннм структурам - наличие систем криволи
нейно-ко1Щентрических разрывов (2I-й признак) .  Данные характерис-
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тию: выпо.лненн на всех объектах первого ItЛacca , во втором ItЛaCce 

они встречаются только в половине сJI;уЧаев. 
Остальные признаки образуют третью групцу с неиэмен.япцимися 

информационннми весами. 
Вторая задача. Здесь также по.лученн численяые оценки для 

:каJJЩого признака и для КСUJЩого объекта та6.лицы и достигнуто пол
ное разделение объектов первого класса с объектами второго, но 
уже по метаморфическим и метасоматическим признакам. При упоря
дочивании строк табJШЩi по значениям нагрузок первый класс отчет
ливо подразделяется на две ГруnпЪI объектов. В первую входят три 
объекта : северо-западная ветвь Верхне-Тал:нахской интрузии , г. 3уб 
и участок южнее Норильск-1 .  Осталънне объекты образуют однород -
ную группу , т . е .  имеют близкие метаморфо- метасоматические ха -
рактеристики. Отличие первых трех объектов от осталъннх заКJIЮ -
чается в следующем : на северо-западном участке отсутствует изме
ненность базальтов ( 107-й признак) ;  на площади г.  Зуб отсутст -
вует измененность оазалътов и комплекс низкотемпературных гццро
терма.1IЪВШС околотрещинннх изменений (106-й признак) ;  на учаске 
южнее Норильск-1 отсутствуют кремнещелочные новообразования ( 98-й 
признак) и магнезиальные скарны (99-й признак) ( рис . 14 , 16 ) . 

Для второго класса тахже как и в первой задаче характерна 
большая неоднородность. ::\цесь есть группа объектов ( 30% от обще
го числа в классе ) ,  у которых отсутствуют все метаморфо- метасо
матические признаки , кроме · одного - метаморфизll!.а углей. Связано 
это с отсутствием интрузивных тел на данннх площадях. Есть груп
па объектов , содержащая около половины признаков и группа - про
межуточная меJ�Щу первыми ,fiВ,умя. По двум количественннм признакам 
оба класса также отличаются достаточно контрастно. Во втором 
классе набJIХЩается больший метаморфизм углей и менъmая мощность 
зон метамо:�:Фо-' метасоматичес.ких преобразований. 

Третья задача. В результате решения получено ПОJIНое разде
ление объектов первого и второго классов по минералогическим при
зна.RаЫ на основе вычисления оценок каждого объекта и каждого при
знака таблицы (рис . 15 , 16) . 

При расположении строк таблицы по их нагрузкам заметно под -
разделение объектов первого класса на З гpyIIIIЬI. В первую группу 
попадают интрузии : НорИJIЪСк-1 , П ,  г. Зуб , r. Черная , Нижне-Тал.
нахская. Они имеют одинаковые минералогические характеристихи в 
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пятнадцати случаях из восемнадцати. Во вторую группу входят все 

четыре ветви Вер:хне-Талнахской интрузии , имея сходство почти по 

всем минера.лам. Верхне-Талнахская интрузия отличается от первой 

группы меньшей основностъю плагиоклаза до.леритов , большей w.агне

зиальностью оливинов и наличием бор- или фторсодержащих минера

.лов. Особн.яхом от перБЬiх двух групп стоит объект ( 7 )  - южнее Но

рильск-! .  Основное его отличие - отсутствие хромита и халькозина 

в корен:ннх породах или шлихах. 
В связи с rакой неоднородностью класса признаки имеют широ

кий диапазон информативности от O , I08 до 0 ,575. 
Объекты второго класса по нагрузкам таковы , что сам класс 

представляется однороДНШII. В- связи с этим и признаки по информа

тивности мало отличаются друг от друга . 

Характер поведения информативности столбцов при пе.реходе от 

одного класса к другому резко меняется. почти по всем минералам :  

либо наблхщается увеличение информативности , либо е е  уменьшение . 

Такое изменение происходит из-за значительных различий в МШ:Iера

логической структуре классов. 

В закJDDЧение отметим ряд моментов , сравнивал результаты ре

шения рассматриваемой задачи по методу согласованных оценок и ме

тодам математической статистики ( 37 , 38 ] .  
Результаты проведеНЕЬiх исследований пока.за.ли возможность и 

целесообразность использования центрированного варианта метода 

с огласованных оценок для разделения перспективных от неперспек

тивных на медно-никелевое ору�енение площадей по отдельным груп

пам признаков. Полученные ре зультаты на этапе обучения могут в 

дальнейшем использоваться для распознавания неизвестных участков

проб . 

В отличии от решения методами математической с татистики 

[ 37 , 38 · ] где оно осуществлялось в два алrоритми -
чески несвязанных этапа , эдес ь  решение задачи разделения прово

дилось сразу без предварительного свертывания инфоIUВЦИИ методом 

главных компонент , что значительно упростило й сам ход решения , 

и возможность понимания полученных результатов. 

ОсобеIUiость центрированного варианта метода согласованных 

оценок заключается в том , что решение задачи разделения двух 

классов площадей проводится на основе полученной групповой ин -

формативности признаков. По метаморфо-сомотической и МIШералоги

ческой группам результаты с овпали с работой [ 37 , 38 ] • 
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§IO МЕТОД ГЛАВНЫХ КОМПОНЕНТ 
(Краткий очерк) 

Дается изложение метода главвых компонент (МГК) с просты
ми доказательствами известных результатов. Предлагаемый 8лrоритм 
представляет собой последовательное решение однотипных задач на 
отыскание главных собственных векторов , что соответствует мето
ду исчерпывания в линейной алгебре . Показана связь МГК с фактор
ным разложением таблицы данных. 

I .  Исходные предпосWIКИ 

Пусть Х - таблица экспериментальнЬlх данных размера m х Гl ; 
строки Х суть объекты , столбцы-признаки этих объектов. Табли
це Х соответствует выборка Х объема 1Тl из некоторой совокуп
ности , :характеризуемой п признаками. Элемент х. tк есть значение 
к -rо признака на i -м  объекте . Обычно предполагается, что дан

НЬiе Х - стандартизованные (центрированные ·  и нормированные ) :  
средние по столбцам равны нулю, средние квадратические - едини
це . Но большинство приводимых ниже расс�ений сохраняет силу 
также и для нестандартизованНЬIХ данных. 

Метод главных компонент (МГК) описан во многих руково,цст
вах по математической статистике (см. ,например [ I J ) . Бачисляе-

' '  . мые по МГК величины обладают многими интереСНЪIМИ свойствами , по-
лезными для приложений ( [ЗI , 5 2 ] ) • 

Наиболее распространенная схема изложения МГК состоит в . 1 следупцем. Сначала ищется вектор с , такой , что проекция на 
него у<1)= Хе � о6Jiадает J.111.аксима.лышм разбросом. Затем ищется 
другой вектор с 2 , такой , что проекция '/ CZ) = Хе 2 имеет махси
МаJIЪНЬIЙ разброс и При этом величина � <2> некорре�ванас 9 у (1) 
И так далее , требул кaJlЩli1i раз , чтобы в;личина 1/ > =; Хе LJ была 
некоррелирована со всеми величинами '/(  > , • • • , у (i-f) , полу
ченннми на преДЬIДуЩИХ этапах. Таким образом , на ксццом следую
щем этапе добавляется новое ограничительное условие . В с.лучае 
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(1) (n) стандартизованных данных векторы с , • . . , с зада.ют направ-
ление главных осей эллипсоцца инерции выборки Х • 

Дир (]edr ) показал связь МГК с фа.кторШiМ разложением про
стейшего вцца , :когда Х представляется как произведение сто
лбца ва строку (см. ниже ) ;  выклад1tИ Дира приведены в работе[53 ]. 
дJэ.рро'Ч (Darro c..h) доказал теорему , всЛедствие которой МГК можно 
рассматривать как средство по.лучения факторного разложения таб
JIИЦЫ даншп: с мmпmальной норлой погрешности ( . [ 48 1 ) • Резуль -
тат Дира следует из теоремы дJэ.рроча как частный случай. 

Чтобв проследить связь мевщу МГК и факторнш.ш разложени.ями 
более детально , ьш дадим иную схему мrк , · отвс:юmая на каJЩом ша
ге направ.пение , . в коtором дестигается махсима.л:ьнвй разброс :внбор
RИ остатков , ПQЛУ'Ч8.емой из исходной выборки :вычитанием �ей 
линейной оцешш , основанной на результатах предвдущих этапов , 
ИJIИ ,  'ЧТО то же самое , мивю.mзируя на каждом шаге норму остаточ
ной погрешности фа.кторноrо разложения простейшего вида. АJ!геб
раические предпосВJIЮI: т 

Определение :  w = Х Х естъ ковариациовная. матрица (к.м. ) 
выборки Х . (Заметим , что это определение ве вполне совпадает 
с привЯтым в математической статистике , особенно если учесть , 
что мв рассматриваем не только центриро:вашше даввне Х ) • Бу
дем предполагать , -что собствеННI:�1е числа (с . ч. ) матрицв w по -
парно раЗJIИЧНI:�1е ; .  ввиду симметрИ'ЧВости w все с .  ч. веществен -
:нне .  Примем также , 'ЧТО ранг w :равен п . Занумеруем с .  ч. в убн-

' :ващем порядке :  Л 1  , : ,1 , '  , Л., 1 ; в том же порядке эавуыеруем соб-1 ГL ' 
ствешше векторы (с .в . ) матрицы w : с , • . •  , с • Пусть 

L = diaя- Л. есть диагональная �трица с. 'Ч. ; С - матрица , стол
бцами .которой я:вл.щ>тся с .в. с i ( i = I ,  . . . , n. ) • Не теряя 

т общности , мОJВВо считать с . в. норлиро:ваннвми: с с = I ;  тогда 
справещшво соотношение : стс = С  С т= I .  

Основная спектральная задача МГК: 

Х
Т
Х С = . С  CTC = I. ( I )  

По.пное решение задачи ( I )  есть набор "собственных пар" . ( l. , 
с ) , ИJIИ ,  -что то же самое , ( L , С ) . Собственную пару (с .  п. ) 
( 11 ,с � ) будем наз�ть ГлавюD4 решением задачи ( I ) .  Вообще же ,  
с .п .  ( lt ,c1) есть решение ( I ) . Определевие : матрица У =  Х С есть 

П4 



мат_ 'JЦа ГлавIОlХ компонент :выборки Х .  
Сопряженная спектральная задача МГК: 

Х ХтУ = YL • (2 )  

Имеет место соотношение ортогональности: У ту = L , аналогич
ное вшпеприведе:нному (СтС = I ) .  

СтолбцЪI у i матрицы У называются г.павными компонентами (г. 
к. ) :выборки Х .  Связь меццу исхоДНЬIМИ признаками (столбцами 
матрш�;ы Х) и г .к .  дается ФОРJ!Улами (прямое и обратное преобра
зование МГК) : 

У = х е 

Отметим также соотношения: 
т т W = C L C  , C W C = L  

(3) , (4 )  

(5 ) , (6 )  

Представление в:.м. в виде (5 )  позволяет легко найти обрат-- 1 - 1 т ную матрицу: w = С L С • 
2 .  МГК и факторное разложение 

первого поря;п;Rа 

Перейдем теперь к выводу и обоснованию алгоритма МГК. 
Рассмотрим преобразование : 

� = х с (7)  
�есь с =(с 1 , • • •  , с п )  есть п -мерный но�вашшй 

вектор: ст с = I ;  вектор у (размерности т ) есть проекция :выбор
ки Х на с • Образуем квадрат� функционал: 

т т 
0-. = с Х Х с  (8)  

Ecmr даннне стандартизованн , то а. характеризует рассеяние вн -
борки Х в направлении с ; в общем случае Q определяет момент 
второго цоря;п;Rа (проекции Х с )  относительно начала координат. 
Будем искать вектор с , ва котором О.. обращается в 1148.tсимум. 
Учитывая нормировку стс = I ,  приходим к задаче ва 6еэусловннй 
экстремум функционала: 

F = ст Х тХ с - 1. ( L с � - I )  , (9)  

П5 



rде 1. - множитель Ле.rранжа. Необхо.ЦШ11ое условие экстремума F 
т 

Х Х с = l. с ( IO) 

При сдеЛЗННЪ!х предположениях относительно w уравнение ( IO) 
имеет п решений ( l. i , с ) ,  rде l - с . ч. , с i - с . в. матрицы 

w ( i = l ,  • • • , n. ) • TaRШII образом ,  мы получили основную спек
т� щцачу ( 1 ) .  Домножив ( IO)  на с т  (слева) , найдем , что 
максимальное значение функционала (8) равно с .  ч. :Л. • 

с 1 w с = Л. с1с = 1. ( П )  

при этом, очевидно , следует взять наибольшее с .  ч .  Л 1  и с . в. с -
т . е .  главное решение задачи ( IO) . Итак , 

O.. ma:r. = j\ i 
Подставляя в (7) с = с 1 , получаем первую r.к.  

� 1  = Х С 1 

( 12 ) 
выборки Х 

( 13) 

И вообще , i -я r . к. определяется по формуле : 

'J i = X c i  
i = I ,  " . , rt 

( 14 )  
Из ( 14 )  следует: 

( У i ) r,/ = (с i)  т w с 
i = j\_ i ; ( !5 )  

( 1/ )r!/ = (с
i

) т Х тХ c i  = 1i(c i ) r ·  c j  = О ( i � j )  ( 16)  
(свойство некорре;шрованности r .к .  для центрированных данннх) .  

Из (7 )  и ( IO) вытекает сотrряженная спектральная задача: 

Х Х т� = l �  ( 17 )  
т 

(Х � = 1 с =-Х Х' \f = .i\. Х с - ( 17 ) ) .  
т 

Таким образом, r . к. 'а есть с . в. матрицы Х Х • Подставmэ 
(7)  в ( 10) , получим: 

Х т� = l с ( 18)  

Это означает ,  что (с  точностью до скалярного множителя :i\. ) 
т с есть r .к .  выборки Х (признаки Х рассматриваются как объ-

екты таблицЬI Х ) • Векторы с , 'а , соответствупцие одному и 
тому же с .  ч. 1 , образуют сопряженную пару (с , l ) . Ооъединим 
уравнения (7)  и ( 18) : 

'J ;,, Х с J ( I9 )  
j\._ c = Хт!J 
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Легко видеть , что из ( 19 )  ВЬ1Текают взаимно сопряжеННЬ1е за
дачи ( IO) , ( 17 ) . известно , что матрJЩЫ Xr Х и :ХХ т :имеют одинат 
коВЬiй ранг и одинакоВЬiе ненулеВЬiе с .  ч. Если т > 11 и равr Х Х т . 
равен п , то спектр Х Х содержит нулевое с .  ч. кратности m- n 
( [ I3 ] ) .  - 1  . 

" гu ПОJIЗГаа и л <J мохно придать уравнениям ( 19) 6о.пее 
симметричную ФOIWJY: 

х с ' 
Т' 

х и. 
(20) 

Уравнения ( 19 ) , (20) возникают при нахоJЩении простейшего 
qахторного разложения та6лицы данных с минима.лъной норdой

. 
по

грешности : 

Х = (�1 ) ( /3 1 , • • •  , ft n  ) + R = о(,  р т+  R (21 )  

<X. m  . 
Такое представление назовем ФакторнНм: разложением ( табли-

цы Х ) первого порцщ<а. т т 
Здесь сх = ( СХ. 1  , • • • , О( т ) , р = ( р 1 , • • • , f3 п ) - ис

коМЬiе векторн , один из которых , например р , не теряя общности , 
т 

можно считать нор.�иро:ваинь�м: J3 ft = 1 , R есть матрица по-
грешностей приближенного представления: 

А Т 
х = с;., р (22 )  

(знак � обозначает п�ближеиное равенство ) . 3а меру качества т 
примем след матрицы R R : 

т 2 
;;t; t z  ( R R )  = 2:: L:: ( Х iк - 0(,iftк) ( 23) 

...р 1 i к 
Минимум d.., по , o<:t , Р к  достигается на векторах О(._ , р 

удовлетворяющих системе уравнений : 

� 1 х j3 рТр " 
(24) 

1 т 
/> о(. то<. х О(. 

т Л т 
Положив сх. о(. и учитывая: ' что j3 ft 1 , по.лучим 
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(25 ) 

т 
Сравнивая: (25 ) и ( I9) , видим ,  что j3 есть с . в. матрицы Х Х, т OL есть с . в. матрицы Х Х , и.пи ,  что то же самое , г.к.  выбор-

ки Х : j3 = с ,  ос. = у . Докажем, что на.УМенъшее значение 
достигается на Главном решении задачи ( IO) . Имеем : 

т т т  т т т т т т R R  =(Х - � с )  (Х - 'J C )  = Х Х - с � Х - Х � с + C 'J � c ; (26) 
т т . т т 

;;t -= t '2 (R P ) =  t z (X X) - 2 t ?. (X 1f c ) + A  (27) 

Из ( I9)  следует:  
t i  (Хт

� ст) = Л t z (сст) = А  (28) 
;;f, = tz  схтх) - л (29 ) 

Так как 
t z схтх) = l:: l i (30) 

1. 
то , в си.лу (29 ) , для по.пучения наименьшего значения ;t:., надо по-
ложить 1l = А. m o.:r = А t . Будем иметь: 

гt . 
;tm.in. = r:: J ч  · (3I) t=2 . 

Следовательно , наилучшее представление вида 
.пой : Х � i/< с 1 )т 

(22 )  дается ФOJXllY -

( 32 )  

З .  Факторное разложение МГК 

Дп.я упрощения записи будем опус1tать индексы (номера) с . в. и 

г.в:. , если это не приводит к недорв.зумеяию. 
Найдя сопряженную пару (с • са ) ,  в:оторая максш.шзирует (8) 

и МИним:иэирует (23) , образуем матрицу первых остатков : 

Xr = х - � ст ; (Xr = R) 
Введем ХвадратИЧНЬIЙ функционал: 

(33) 

nI т т �r = C  W1 C W1 = X 1 X1 (34) 
и будем ис:кать нор.шро:ва.ннЬIЙ вект.ор с (ст с = I ) , на котором Q4 
обращается в максимум. как и щ>е�ще , приходим к спектральной 
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задаче : 

и к формуле для 
W1 c = А с 

o.lma::c  
Q�a:x: = А. 

( 35 )  

(36)  

Покажем , что главное решение задачи (35) есть вторая с . п.  зада-
2 чи (IO) ( .i\. = :Л. 2  , 9 = с ) • 

Лемма. Пусть ( Ai , с i ) ( i = I ,  . . . , rt ) есть набор с .  Ii. зада
чи ( IO) с к.м.  хтх и w1 = (Х - Х с ст )т (Х - Х с ст ) , где с -
один из с . в .  хтх ; для определенности пож>жим с = ск (индекс 

фиксирован ; I � к :: п ) . Тогда 
/( i i W 1 c = 0, W1 c = A i C i f. К (37)  

Доказательство : 

w1 = хтх - сстхтх - хтх се
т + сстхтхсст (38)  

Домножим (38)  справа на с = с к ; учит:�шая , что хтхс Л. с ,  
стс = I ,  получим: 

W1C 7' 0. 
Домножим (38) на cif. с >1= с ;  учитывая взаимную ортогоналъ

'fОСТЬ векторов с i и с , будем . Шllетъ: 

что и требовалось. 

i "1 i W1 С =. J\. с , 

Таким образом , ненулеваЯ часть спектра 
w , за исКJIЮЧением А. к . 

W1 СОСТОИТ ИЗ С .  Ч. 

Поэтому в фармуле ( 36) 1. = :i\. 2. : · 1 
�JPQ::X: / 

Матрицу s -х остатков 

X s = Х �н  - X s- 1  сет ; 

Х s опреде.JIИМ индуктивно : 

( S = I ,  • • .  , п ) ; Х 0  = Х 
причем вектор с есть главный с . в .  задачи: 

( 39)  

(40) 

хт
5_ 1 Х5_1 с = :i\. с ( 41 )  

По доказанной лемме , с есть :; -й с . в .  матрицы хтх , а . s s вектор � = Х 5_1 с есть s -я г.к .  Вьtбор:ки Х . Сопряженная 
пара (с 5, # 5 ) обеспечивает наилучшее представление (22) для Вьt
бор:ки Х 5 _ 1  • При этом: 

s 
Q - стхт . х с , 

ma.:r. - S - 1 s - 1  = л.. 5  (42) 
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Остаточная погрешность: 
s п 

:imin = .L ..i\. i  5=1  
n 

;;tmin= о 
Рассмотрим последовате.пъность задач: 

. · Х�-1 Х 5-i с = Л. с 

� = X s-1 с 

(43) 

(44) 

Взяв при хаж,д ОJ.1  5 решение , отвечапцее наибольшему с.  ч. , 
по.цучим набор сопряженных пар (с

5
, � 5 ) , определящих преобразо

вание МГК ( З) : векторы с 5, � 5 суть столбцы матриц С , У соответ
ственно. Таким образом ; все г.к.  выборки Х п0.лучаются как ре
шение однотипннх задач, каждая из которых в основном состоит в 
нахо�щенци г.павного с . в. симметричной матрицы. Этот вычислителъ
ннй �Ч>оцесс аналогичен извеётному "методу исчерrшвания" ( [45 ] ) • 

Pem р задач вида (44) при 5 = ! ,  . . .  , р , С р � n ) , 
ПОJIУЧИМ р СОПрIО!еННl:lХ nap (с 5, 'J 5 ) , определяющих представление 
выборки Х в виде 

л т 
Х = Ур С р (45)  

s 
где Ур , С р - матрицы: , столбцами которых .являются г.к.  � и 
с .  в. с 5 соответственно ( s = I ,  . . . , р ) • При р = n. имеем: 

Yn = У , ·с n = С , и равенство (45 )  становится точннм. Част-

ннй с.пучай = I впервые рассмотрен Диром ( Dе а г )  в связи с 
оцениванием пропУщенннх данннх ( см. [53 ] ) . 

Формула (45 )  преД6тЩщяет собой факторное разложение МГК 
р -го порццха. 

Если р < п. , мы имеем "сжатие инфоIJJ!8.ЦИИ" ,  поско.лЬltу Ур 
представляет собой прИбJIИJtенное описание массива Х с меньшим 
количеством параметров-признаков. ОтбраснваНие последних г.к.  
(при использовашm Ур , С р  вместо У , С ) реализует ,  кроме то
го , неявную фильтрацию массива : данных , ибо г.к.  с бм:ьпшми номе
р:lЮi более подвержеян влияшm Помех. 

Рассмотрим факторное разложение общего вида: 

X = A p Bp + R ; Х � А р В р , (46) 
где А р и В р имеют размерi m х р . и р х n. ( Р � n. ) • 

СпециаJIЫП:lе огра�щчения, яшuщцьmаемне на А р , В р , R , 
приводят к различннм моделям факторного анализа ( [ I J ) • Столбцы 
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А р - признаки в новой системе координат ; элементы В р суть 
"факторные нагрузки" . Если А р == Ур , В р == стр , мы получаем 
представление МГК (45 )  с погрешностью (43 ) .  

Последовательная процедура синтеза представления МГК (45 )  
на основе главных решений задач вида (44)  оптим8.лъна , по крите
рию минимума ;;{,  (23) , на каждом шаге . Возникает вопрос : при'во
дит ЛИ ЭТОТ процесс К глобальному оптимуму , т. е .  К Н�еЙ ПО 

всем А р , В р аппроксимации ( 46 ) исходной таблицн данннх? Поло
жительный ответ дается теоремой , получешюй , в несколько разJШч
ных вариантах , Рао ( [ 52 ] ) и Даррочем. ( [48 ) ) • Приводимая 
ниже форму;шров:ка ближе к варианту Дарроча. 

Пусть :t == t z ( Rт R ) • (За.метим, что tz (Rт R) == li R 11 2 , 
где 11 R 11 - эвклидова норма R ) • 
Теорема. Минимум ;;(, достигается, если 

n 5 5 .L л i ( 1 5  ' � ' с ( 5 == I '  . . .  t"p+ 1  
ралъной задаче ( I )  с матрицей хтх;  
опустим , для упрощения записи. 

А р == У , В р == СТ ; c:t'mtn == 
, р )) соответствуют спект
р фиксировано )  . Индекс р 

Доказательство. Сделаем предварительное замечание . Любое пред
ставление вида (46 )  можно заменить эквивалентннм ( т . е .  имещим - - � - 1  -
такую же матрицу погрешностей R ) : Х == АВ + R , А == AD , В == 
BD , где D - произвольная невырожденная матриgа порядRа рхр • 
Как известно , .D можно выбрать так , что строки В бущут взаим
но ортогональными. Поэтому , не теряя общности , можно с самого 
начала принять ,  что ввт == I .  

Диффере�щирование .;;f, по элементам А (В )  при фив:сиро:вашшх 
элементах В (А) и приравнивание производных нулю дает систему: хв-�; == 

лввт ; (47 )  

хтл == втл тл · (48)  

в силу (48) , хтлв == втл тлв; поэтому . 
· :t:, == t z

'
cxтx - 2хтлв + втлтлв) == t z cxтx)  - t z  свтлтлв) (49 )  

Учитывая сделанное замечание , приведем (49)  к более удоб
ному виду. Воспользуемся также тем , что для произвольной матри
цы ] : t z ( DD т ) == tz ( D т.D ) .  

Положим ввт == I ;  тогда ( 47)  примет вид А == хвт. Имеем: 
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t ,z (ВТАТАВ) = t -г.  (АВВТАТ) = ti (AAT ) = ti(ATA )  = t�(вхтхвт ) 

�- = t-г. (ХтХ) - ti (Вхт:х:вт) (50) 

Обозначение : � = tz (ВХтХВт) .  Леrко проверить , что 

11 '1 2 . Р· 2 · � = х ft 11 + • • •  + 11 х J3 11 (5I)  
( ( f> 5 ) т - строки матрицы В ) • Проделав элементарвне :выкладки 

т 
(с учетом нормировки }f3 = I) , можно убедитьая , что 9 обращается 
в максимум на векторах /' 5 , удовлетворяющих уравнениям хтх f> 5 = 

j\_ :; т s р , s = I ,  • • • , р , что согласуется с ограничением ВВ = = I. Следовательно , Я ma:r. = � .i\. s , и S=i  
п р п 

.1:, min = tz (ХтХ)  - 9та:r. = r:лi - ) 1. i  = � A i  (52) i = f "Г=1 l =p+f 
и этот миIОn.!у11! достигается на матрицах вт = С р . , А = :х:вт = ХСр= = 'У'р . Теорема доказана. Она может быть по.лучена как простое 
следствие теореМн Дарроча ( [ 48 ] ) , Ш>'!еющей более сложное дока
зательство. 

Таким образом , У р есть на.и.лучшее приближение к таблице Х 
среди всех матриц ранга р в том смысле , что элементы Х ап -
проксимиру10тся р-линейюши комбинациями исходннх да.нвнх (столб
цами Ypei ) с наименъшей средне:квэ,цратической опшбкой. 

4. Опти:ма..лышй .линейный предиктор 

Рао ПОJIУЧИЛ аналогичный результат , применив нecJtOJIЬKO иной 
подход , представляпци:й самостоятеJIЫl!iЙ интерес , ибо при этом под
ходе обнаруживается нетривиальная. связь между МГК и линейной рег
рессией. Чтобы кратко повтор�ть ВЫКJl8ДКИ Рао , надо ввести "наи
.лучmий лияейннй предиктор" Х = VB , представ.л.ящий собой ап
проксимацию "в среднем" столбцов (признаков) таблицы Х столб
цами V по методу ц�енъших квадратов.. Вернемся к факторному 
разложению (46) и преДПолоJ!tШ>'!, что матрица А з�ана: А = v . 
Тогда , в силу (48) , ноrма ·погрешности ;;t:, = tz (R R) обращается 

т т т - 1  . 
в минимум на матрице В = Х v ( V · V ) , а наилучший линейвнй 
предиктор Х по У определяется: выражением: 
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х = v < v тv ) -1v Tx , (53) 

что представляет собой ФOIJ.!YJIY JIИЯейной регрессии Х л на v л 
Остаточная к.м.. w , получаемая после :вwчитания Х из Х :  

f\ т т т - �  т W = Х Х - Х V ( V V) . V Х (54 )  

Расс.м9трИ111 "сжатие инфоIШЦИИ" У =  ХН ,  где Н - произволь
ная матрица ( п. )( р ) ранга р • НаИJiучший JIИЯейввй предиктор 

х по v 
л 
х = хн щт w Ю НТw (55 )  

f\ 
Остаточная к.м. (после :вычитания Х из Х ) : 

-W = w - w (Нт w Н)Нтw (56) 
f\ 

Рао показал , что t?. w и ЭВRJЩЦова нор.в ll W  о6ращают-
ся в минимум , если Н = С р и ,  следоватеJIЬНо , У = Vp . Оста -
точнве погрешности: 

л п л п . 2 1/2. 
т i гt t z w = r:: .л. i m i п n w n = < L:: .i\. i ) < 57) , < 58) р + 1  р+1 

Подставим Н = С р .  v = Vp = ХС р в (55 ) �  
· Л  -f  
х = хе р ( Стр хтхср )  стхтх ( 59 )  

По теореме (см. ВШIJе ) оптима.пьннй пр-::-диктор Х = Уретр .  .... л 
Приравняем Х и Х (59) : 

xcpci = хе р <с�хтхс р ) ..: 1  стр хтх (60) 

Домножая ( 60) справа на С р ,  по.пучаем тождество , доказы
вающее эквивалентность (по норле ;;(_, ) этих предикторов. 

5 .  Двойная ортогональность 

Оптимальное (по минимуму ;;(, ) факторное разложение (46) об
ладает свойством "двойной ортогональности" : 

(61 )  

( L р - диагональная матрица перВЬIХ р с .  ч .  ) . Возьмем произвОJIЬ
ное разложение (46) , не обладапцее в общем с.пучае свойством ( 61 ) .  
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Как уже отмечалось ,  можно заменить (46) на эквив8.лентное разло
жение (не меняя It ) , введя промежуточные :взаимно-обратные мат-
ричн:ые множители : . - - � -1 

Х = АВ + R ;  А =  A Z  , В = l В (индекс р опущен ) . (62)  
(Матрица . д - квадратная, порядка р ) . Зададимся целью подоб
рать такую матрицу z , чтобы сомножители А , В обладали свой
ством (6!) ; 

( 6�) 

( 64) 

и перепишем (63) , ( 64)  в 
виде : 'l т CJl 2 = r,. , Z т frJ 'l = I ( 65 ) , ( 66) 
Из ( 65 ) , ( 66)  следует спектральная задача относительно � :  

-.1 т 1J CJl, � = :l 1 , Z !'J Z = I ( 67) , ( 68) 
fJ. -t. Таким образом , надо найти с . в. матрицы <lv С/1, ,  ортонормированНЬiе 

в JJ - метрике , Если матрица JtJ положителъно�определенна.я , то 
эта заДача имеет решение , причем Z есть главная матрица регу -т т л.ярноrо пу-чка квадратичных форм: � CJl х - Л:r i?Jx ( :з:: есть р -мер-
ный вектор) . Преобразование у � Z х приводит обе фо:r:мы (х 7Сл х и 
з: т !fJ :r ) к ·каноническому виду (см. [ IЗ 1 ) . - 1  Матрица :?.; rл , вообще говор.я , несимметричная , но,  � не_:-� 
трудно поitаэать, она подобна симметричной матрще s = .f.J "il(J{, J?J ::!" 
и поэтому IО.'!еет простуJО структуру и веществеННЬiе с . ч  . .  Исполъэуя ' / i . 
преобразование U = .f.Jz Z , можно перейти от (67) , ( 68) к спект-т 
ралъной задаче 5 И = U 1 с обычной нормировкой :  V U  = I .  

Рассмотрим один частный случай (46) : р = п , R = О, В = т w- = Х Х. Имеем: 
X = VW ( 69)  

Таким образом , в качестве "факторНЬIХ нагрузок" эдесь взяты кова
риации ( 'Uitк ) = w . матрица v = х w - 1  обладает свойствами: 

т т ' - 1  т - 1 
У Х  = X V = I ; V V : W ; VVC = C L  (70) 

( It , С .,.. решение основной задачи ( I ) ) .  Ортоrонализаци.я пред
ставления ( 69 )  обеспечиваете.я преобразованием 

'l = w с = х ту 
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х = -1 - 1  т т т ( V  W- С ) ( С W W )  = ( V Х У ) С = У С (71 ) 

Нетрудно цроверить , что z = wc · удометво:ряет системе 

w z  = l L ; ,72 )  
явл.япЦейся часТНЬJМ случаем системы ( 67) , ( 68) . 

Ана.поги'<!Ная задача на одновременное приведение двух матриц 
к диагона.пьному виду возникает в дисв:риминавтном анализе (см. , 
например,  [ 4Зl ) . 

Соотношение м� МГК и факторнвм анализом изучалось 1mоги
ми авторами (см. [ I ] , где дана обширная би6.лиография по этой 
проблеме ) .  

В заключение сфо�лируем теорему , доказанную Окамото И 
Каназавой (Oкamo t o  , Kana sawa) ( [ 5! ] ) , которая охватывает 
вюпеприведенные результаты Рао и Дарроча. Рассмотрим iJшtторное 
разложение ( 46) ( р � n. ) • 

Теорема. Пусть f - вещественная функция ,  определенная на 
множестве неотрицатеJIЬннх матриц порядка n , причем f строго 
возрастапцая (если ее рассматривать как функцию ска.лярн:ых аргу
ментов : f = 9 ( А. 1 , • • • , Л. n. ) и , кроме того , f инвариантна 
относительно ортогона.JIЫПlХ преобразований матричного аргумента : 

f (С тD С т ) = f ( D ) (С - ортогональная матрица) .  Тогда 

F = f [ (Х - АВ) (Х - АВ) ]  обращается в минимум , тогда и то-т . 
лыtо тогда , когда АВ = У р С р , и F min = «j ( Л. р•1 , • • • , l n. , 
О . "  О) ( l i  - с . ч. матрицы ХтХ) . 

· 
В частности , можно положить f ( D ) = t i D или f ( D )= 

it]) u • 
Другие сведения по МГК см. в ( I , ЗI , 52 '] , а также в 

обзоре [ 2 ] . 

6. Теорема Рао-Дарроча и восста
новление пропусков 

Рассмотрим предста.вJiевие та6.лицы Х опнТШ&Х дашшх в виде : 

Х = АВ + R ( I )  

матрицы Х ,А ,В ,Р  имеют размеры соответственно ( m х п ) , ( т " Р  ) , 
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( р" п ) , ( т " п ) • Строки Х суть оФъектн , с тОJiбцы - признаки ; 
таким образом,. х. iк есть значение к -го признака на i -м объе
кте . Столбцы А ("факторы" ) суть признаки в новой системе коор
динат , задаваемой матрицей В "факторш:ц нагрузок" . Наконец , R 
есть матрица погрешностей приближенного представ.пения Х = АВ. 
В зависимости от ограничений , накладюзаемых на A ,B,R , возника
ют раз�е наборы сiекторов. 

Метод главша компонент (МГК) иногда позво.ляет псщvчить раз
ложение вида ( I )  с небольшим количеством некоррелиро:ванi:шх фак
торов при относительно малой норме погрешности (см. [ I  , ЗI 1 ) .  

т 

Основное уравнение МГК: 
(2) 

Здесь 1 - диагональная матрица собственных чисел матрицы 
Х Х , а С есть ортогональная матрица соответст:вупцих со6ствен-
юа векторов. Буд�м считать , что собственные числа Лi занумерова
ны в убывающем · пор�щке : 1 1  � А.�-;;. • . • • :;:. j\ 11. 

Прямое и обратное преобразование МГК: 
У = х е  ; х = У с т • с з > , < 4 > 

Введем матрицы У р ,  С Р , образованные перВЬIМИ р -стОJiбца
ми матриц У , С . Факторное разложение МГК: 

т 
Х = Ур С р + R (5 )  

СтОJiбцы матрицы У р называются ГЛЗ'!Щ!Щ'! компонентами. 
Рассмотрим сiекторное разложение общего вида ( I) .  В качест- . ' т ве норш погрешности примем след матрицы R R : 

т 
Q. = t ?.  ( Х - АВ ) (Х - АВ) 1 (6)  

Фиксируем кОJIИчество qе.кторов р • Спрашивается: при каких 
А ,В BOIJrla Q. обращается в минимум? (Многозначность , В!lзванная -! 
очевццнвм соотношением АВ = AD D В , устраняется, если , не те-
ряя общности , потребовать, чтобы В!lПолнялось условие ортогональ
ности: ВВ т = I ) .  ·,ответ на поставленный вопрос дает следупцая 
теорема (см. [ ЗI , 48 ] ) 

Теорема Рао-ларроча: Минимум Q достигается при А = Ур , 
В =  с; . При этом: Q.min = Лр+1  + А р +:!. + • • • + Л п.  • 

Рао ПОJIУЧИЛ серию аналоrичннх результатов , характеризупцих 
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экстре:ма.nыше свойства преобразо� мrк, в частности , что при 
том же способе задания А , В  достигается также минимум эвклидо-

т . 
вой нормы матрИЦЬI R R .  ВЬппеприведенная фо�.лировка наиболее 
соответствует теореме , доказанной Даррочем ( [ 48 1 ) • 

Пусть р = r.  Ииеем простейшее факторное разложение : 

х = CJ ( 

/''f  " 

• . • 
• ) " 

) 
+ 

R (7)  

П6 теореме Рао-Дарроча , ДJIЯ минимизации нор.1Ь1 погрешности . т можно принять ,  что вектор /; = ( j'> 1  , • • • , j'>п. ) есть гла:внн:й 
т т собствеюшй вектор матрИЦЬI Х Х , а вектор о<. = ( сХ. 1 , • • • ,cx:. m ) 

- первая главная 'Компонента. Из условия Q. = min следует . • что 
искомые OL , р удовлетворяют системе : 

т х Ol 

Х р v p  (8) 

(Qкалярн JU- . , v - но�рупцие множители : JU. \) = 1 ma:x: 
) 

• 
Допустим теперь, что табтща Х содержит пропуски .Х. i к  

(символ :i. iк · означает , что значение ::r i к неизвестно) .  "Восста
новление пропусков" есть оценивание пропущешшх значений по имею
щимся данным, за счет предполагаемых в таблице Х скрытых корре� 
ляционных связей. 

Дир (D e a r  ) предложил методику восстановления пропусков , 
взяв за основу факторное разложение (7 ) ; ( см. (49 , 53 ] ) . 

Алгоритм JШра ( схематическое описание ) :  
I.  Все пропуски заменяются средними (по стол6цюл) значениями; 
2 .  Из уравнений (8)  находятся векторы О(, , р 
3. В соответствии с форпулой (7)  вычисляются оценки пропусков : 

Х iк = <Х i j3 к (9 )  

Несовершенство данной методики проявляется следуJаЦИМ обра
зом. Пусть имеется полный �бор со6ствеННЪ1Х векторов и �лавных 
компонент , вычисленных после запОJ.JНения пропусков средними зна-
чениями: Р Р р т р р р т 

J> = < j> 1  • • • •  • f' n ) ; о<. = ( Oi. 1  • • • •  • d..m ) 
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Рассмотрим семейство оценок : 
· / / " р :Хiк = c1.,i fiк + • • • + ()(,i Рк , ( Р = I ,  . . . , п ( IO )  

Эти оценки можно ВЬiчислить не  только для пропусков , iO и 
для изведтны:х элементов матрИЦЬI данных. С увеличением р они 
должны становиться более правдоподобными , ибо ( IO) представля
ет собой , по существу , :Разложение МГК ( 5 ) , с погрешностью, нор
ма которой с возрастанием р убывает. При максимальном значе
нии р = п , в силу преобразnваний МГК (3) , (4) , оценки пропу
сков ( IO) совпадают с элемента.ми , заместившими пропуски на пер
вом этапе аJIГори'l'Ма. , т . е .  со средними значениями. Таким образом , 
естественное обобщение алгоритма Дира приводит к тривиальному 
резуJIЪтату. 

ОДнахо 6олее тщательный анализ возможностей , предоетавля
еМнх теоремой Рао-Дар:РоЧВ. , показывает ,  что предварительное оце
нивание пропусков не mэ.ляется принципиально необходимым , если 
несколько обобщить постановку задачи. В случае р = I векторы 

о(.. , р следуJТ искать из условия минимума видоизмененного 
фушщионала Q. , получаемого. из а. удалением слагаемых , соот
ветст:вупцих пропускам х i к • В случае р > I оптимальные 
векторы О(. р ' /3 р можно найти последовательно '  решая на каж
дом этапе задачу с параметром р = I .  

Таким путем; методика Дира может быть существенно улучшена. 
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